Licence 3, 2007-2008: MHT512 ”Intégration”
Devoir maison N ° 3 N.Nikolski

A rendre la semaine 48

1. Soient | = [07 1]7 RJr = [0700[7 f(U,U) = 1_;_7%1,2 et g(x,y,t) = f(x,t)f(y,t) ou (x,y,t) €J=
I xIxR,.
(a) Montrer que g est intégrable sur J (muni de la mesure de Lebesgue) et, en appliquant le

théoreme de Fubini- Tonnelli é J= Ry xI* que A=: [ ; gdtdrdy = fR amttant)zdt

(b) En décomposant en éléments simples et en appliquant Fubini-Tonnelli & J = I? xR

1+as ) 1+b
dxdy
z+y °

(c) En appliquant a nouveau Fubini-Tonnelli & cette derniere intégrale, justifier que A = 7ln2

montrer que A= % [

2. Soient f : Ry—R, une fonction mesurable et g, p(z,y) = f(z + y)z®y’® ou (z,y) € RZ =
{(z,y) eR?*: >0,y >0}eta>—1,b>—1.

(a) En supposant que f est continue, montrer que g, est intégrable sur tout ensemble de forme
{(z,y): 0<z<ec, O0<y<c}, ec>0.

(b) Montrer que I'application (u,t) —(tu, (1—t)u) est une bijection de Ry [0, 1] sur R? et calculer
son Jacobien.

(c) En effectuant le changement de variables indiqué en (b) et en appliquant le théoréme Fubini-
Tonnelli, montrer que fRi Gapdrdy = I(a,b)F(a+b+2) ou I(a,b) = fol t2(1 —t)bdt, F(c) =

fR+ fw)utdu, ¢ > 0.

3. Soit 1 < p <ooet P = LP(0,00) = {f: f mesurable et [°|f(t)]"dt < oo} I'espace de
Lebesgue sur (0, 00) muni de la norme |||, = (f;~ [fI” dt)'/?. Pour f € LP et x > 0 on pose
F(r) = Tf(z)= L7 f(t)dr

(a) Soit 0 < av < 1% ou p’ 'exposant conjugué, 1% —I—% = 1. En écrivant F(z) = %fox f()tet—dt
montrer que

F@P < gots [P e
(b) En déduire [;*|F(z)[" da < W J° 1f@®)]F dt (on pourra utiliser le théoreme de Fubini-
Tonnelli).
(c) En étudiant la fonction a—ap(1 — ap’)?/?" montrer que ||T|| < p' on |T|| = sup{[|Tf][,

ferr [fll, < 1}, la norme de 7.



