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Plan vectoriel R?, plan affine R?

R?: RxR:={(x,y); xR, y € R}
((Xb}/l)v (X2,Y2)) > (x1, 1) + (X2, y2) == (x1 + x2, y1 + ¥2)

N (x,y) €ERXR? — X (x,y) = (Ax, \y).

Si My = (x1,y1) et My = (x2, y2) sont deux points du plan, on
Sl [ ——

note aussi My My le vecteur OM, avec M = (xo — x1,y2 — y1) et

I'on peut donc formellement écrire la relation My = My + W

Travailler avec le point de vue consistant a considérer les couples

(x,y) de R? comme des vecteurs consiste a faire de la

géométrie vectorielle dans le plan vectoriel R?, travailler avec le

point de vue consistant a les considérer comme des points consiste

3 faire de la géométrie affine dans le plan affine R.
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Produit scalaire de deux vecteurs et distance euclidienne
dans le plan
Produit scalaire de deux vecteurs \71 = (x1,y1) et \72 = (x2,y2) :
<(X1,)/1), (X2,Y2)> =X1x2 + y1ye.
Distance euclidienne de deux points My = (x1, y1) et

My = (x2, y2) :

d(My, M>) = \/<(X2 —X1,¥2 = y1), (X2 — x1,¥2 — )/1)> = H\72—\71H )
Le théoreme de Pythagore pour My = (x1,y1), M2 = (x2, y2),

Mz = (x3,y3) :
d*(My, Ms)

d*(My, My) + d*(Ma, Ms)
+2<(X2 —X1,y2 = y1), (X3 — x2,¥3 — )/2)>

2 2 R S
— (M, My) + d (M2,I\/I3)+2<M1l\/12, M2M3>
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Angle de deux vecteurs du plan non nuls ; repérage en
polaire

Soient \71 = (x1,y1) et \72 = (x2, y2) deux vecteurs non nuls de R?.

<(X17)/1) ) (X27 )/2)>
V8 + 3
X1Y2 — Xoy1

VR + 3

Si (x,y) est un vecteur non nul correspondant a un point différent
de (0,0) :
X . y
ro=/x%+y? cosh = —— et sinf = ———.
/X2 +y2 /X2 +y2

—.

M = O+ r(cosfi+sinfj),

cosf) =

sinf =

Chapitre 8 : fonctions de deux ou trois variables, une initiation



Espace vectoriel R3, espace affine R3
R3: RxRxR:={(x,y,z); xeR, ycR, zc R}

((X17y1721)7 (X2,Y2722)> — (X1 + X2, y1 + Y2, 21 + 22)

O\ (%, y,2) ERXR3— X (x,y,2) = (Ax, Ay, \z).

Si My = (Xl,yl z1) et My = (x2, y2, 22) sont deux points du plan,
[

on note aussi M1 Mo le vecteur OM, avec

M = (xo — x1,y2 — y1,22 — z1) et I'on peut donc formellement

, . . —_—

écrire la relation My = My + M; Ms.

Travailler avec le point de vue consistant a considérer les couples

(x,y,z) de R® comme des vecteurs consiste 2 faire de la

géométrie vectorielle dans |'espace vectoriel R3, travailler avec le

point de vue consistant a les considérer comme des points consiste

a faire de la géométrie affine dans |'espace affine IR3.
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Repérage sphérique des points de R3
Distance a l'origine : r = r(M) = \/x2 + y2 + 22

Longitude :
X . y
0 e 0,27T, cos = — et sinf = ——
[ [ /X2+y2 /X2+y2
Co-latitude :

¢ 1= Arcos ¢ [0, ]

/X2+y2+22

m:x7+yf+zE: rsing(cosfi+sin6j) + rcospk.

x=rsinpcosf y=rsinpsinf z=rcosy.
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Produit scalaire de deux vecteurs et distance euclidienne
dans |'espace
Iiroduit scalaire de deux vecteurs \71 = (x1,y1,21) et
Vo = (x2,y2,22) :
<(X1,)/1721) ; (X27)/2722)> =x1 ty1y2 212

Distance euclidienne de deux points My = (x1, y1,21) et
M> = (x2, y2,22) :

\/<(X2 — X1,Y2 —Y1,22 — Zl)’ (X2 —X1,Y2 —Y1,22 — Zl)>
= |Va— V4],
Le théoréme de Pythagore pour My = (x1,y1,21),
Mo = (x2,y2,22), M3 = (x3, 3, 23) :
d*(My, M3) = d*(My, My) + d*(Mo, M3)
—
+2<M1M2, M2M3>
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Produit vectoriel de deux vecteurs du plan
Si Vi = (x1,y1) et Vo = (o, ¥2) :
Vi A Vs = (0,0,x1y2 — xoy1) = (x1y2 — xoy1) k.-

Nota : /a quantité | Vi A Va|| = |x1y2 — xay1| mesure I'aire du
parallélogramme construit a partir de V1 et V;

. et de deux vecteurs de |'espace :

7/\f = E:—j/\l'
ink = i=—knj
kAT = j=—ink

Si V= (x1,y1,21) et Vo = (x2,y2,22) :
\71 N \72 = (y122 - )/221) 7+ (21X2 - X122)j+ (Xl)/2 - X2)/1) E

Nota : /a quantité ||V4 A Vs|| mesure  toujours ['aire du
parallélogramme construit a partir de V1 et V2 dans le plan défini
par ces vecteurs
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Différentiabilité d'une fonction de 2 variables en M,

Soit f : U CR2+—— R et My = (x0,Y0) € U. Dire que f est
différentiable en My = (xo, yo) signifie qu'il existe deux nombres
réels ap, et by, tels que

lim f(xo + h,yo + k) — f(Mo) — anm, h — bu, k

(h,k)—(0,0) VA2 + k2
(hk)#£(0,0)
_of . f(xo+ h,y0) — f(x0, y0)
a/\/lo = 8X(X07y0) s LIE?) h
heR*
of . f(x0,¥0 + k) — f(x0,
by, = p) (x0,¥0) := lim bo.yo k) = oo yO)'
y k—0 k
KER*
d of
a[f(XaY)] = a(xvy)
d of
el 2 -
dy[ (%, ¥)] ay(><,y)
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. et d'une fonction de 3 variables en My = (xq, yo, o)

f(XO + h,yo+ k,z0 + /) — f(Mo) — a[\/]oh — bMok — CMO/

[im = = = =0
hyk,[)—O \/7
((h.k,l));éO he+ k2 +1
_ of NENT f(XO + h7y0>20) - f(X07.y07ZO)
am, = a*X(Xo,)/o,Zo) = LILT?) :
heR*
of . f(x0,y0 + k, z X0, Y0, Z
buvy, = 7(X07.y0720) = lim T00:0 0) — (X0, y0, 20)
dy =2 k
of . f(x0,¥0,20 + 1) — f(x0, Y0, Z
M = 5-(x0,¥0,20) = lim b0 y0.20 1) = P20, y0, 20)
0z 1—0 /
IeR*
d of d of
—[f = — -
dx[ (x,y,2)] ax(X,y,Z) dy[f(z,y,;)] ay(X?y,Z)
d of
E[f(é,y,z)] - E(X’yvz))
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Dérivées d'ordre supérieur d'une fonction de deux variables

02 f d 1of 1
@(XOJO) = & _a(X,Y)_ (x0, ¥0)
O%f d rof 7
m(xo,)/o) = a _a(xv)/)_ (%0, 0)
O%f d 1of 1
M(Xov)/o) = dx _a*y(xa Y)_ (x0, ¥0)
O*f d rof 1
87}/2(X07YO) = dy _@(X’Y)_ (XOaYO)

Lemme d'Hermann Schwarz :

P 00) = 2 (0 0)
Dydx X0, Y0) = Oxdy X0, Yo
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Dérivées d'ordre supérieur d'une fonction de trois variables

0°f

8 2(X0>YO720)
O%f
5;5;(Mbyb,4ﬂ
O%f
0z0x
82
8 2(X07)/0;ZO)
O%f
0z0y
O%f
57 =5 (%0, Y0, 20)

(X07y07 ZO)

(X07 Yo, ZO)

)

rof

d

P

d

dy Lo

1% (x,y.2)
=[5 xr2)]
d
P
d
pe

_8f‘ -
_yy(xv Y, Z)_

_af‘ -
_E(xv Y, Z)_

o (x,y,2)]

(X07y07 ZO)
(x0, Y0, 20) =
(XOa Yo, ZO)

(X07)/0, ZO)

(X0, Y0, 20) =

(Xan(Ja ZO)

O f
Oxdy

0*f iy )
OxOz X0, Y0, 20

(X0, Y0, 20)

ﬁ(x 2)
Bydz 0, Y0, 20
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Gradient et laplacien d'un potentiel scalaire

Sif :UCR3 =R, legradient de f est le champ de vecteurs de
U dans R3 (idem pour f : U C R? — R)
of orf

o2 of
\%i I(X,y,Z) celUr— (g(xvyvz)a aiy(xvy?z)a 5(X,y,2)> € R3'

Si f est une fonction de deux variables, en un point

(x0, Y0, f(x0, ¥0)) du graphe de f, se diriger (en les variables (x, y))
suivant le gradient de f en (xp, yo) revient a suivre la ligne de plus
grande pente tracée sur le graphe depuis le point (xo, yo, (X0, ¥0))-
Le gradient en (xp, yo) est orthogonal a la ligne de niveau en
(x0, Y0, f(x0, ¥0)) (si I'on voit le graphe comme une carte en relief).

Le laplacien de f est la fonction scalaire de U dans R :
oPr P Of
COx2 T 0y?2 922
Si f est une image (x,y) — I(x,y), A[f] met en évidence les
lignes de rupture de cette image.
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Regle de Leibniz : exemples 1 et 2
te ] = (x(t).y(8) > Fx(£). (1))

(For(®) = SO e)X(0)+ 5 (x(ey(e) v ()

= (VF().7(0), (< (0. (2)).

Ee s (x(), y(t), 2(8)) - F(x(t),y (1), 2(2)

(Fory(©) = (050,20 X(0)+ 5 (x(0). (0 2(0) /(2
0 (x(0), (1), 2(8) (1)
= (TF(x(),5(8), 2(1) , (< (1), /(). 2(1)) ) -
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Regle de Leibniz : exemple 3

(u,v) € Ut (x(u, v), y(u,v)) € R2 =% G(x(u, v), y(u, v)) € R

oGoF] _ 06, 0x G .0y
du N OX( )8u+ Oy( )au
O[GoF]  0G, _ 0x
ov n E(F)av ( )
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Regle de Leibniz :

(v, w) € U+ (x(u,v, w), y(u, v, w), 2(u, v, w)) € R?

G

exemple 4

— G(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) € R
I[G o F] oG, _ox 0G,_dy 0G,_ 0z
ou 5( )%—i_aiy( )8u dz( )Bu
dlGoF]  0G, _0x 0G,_ 0y 0G,6_ 0z
v éd)a+aﬂ”§*5ﬂ”m
[GoF] 090G, _\0x  0G, _ Oy
ow N Gx( )6W+ Oy( )8W ( )
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Champs de vecteurs : le rotationnel d'un champ

F=(P,Q.R)=Pi+Qj+Rk

|

L]
o}
o+
T
|
N

]‘+%E) APT+ Qj+ RK)
(9 (- e (32 )
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Champs de vecteurs : la divergence d'un champ

F=(P,QR)=Pi+Qj+Rk
La divergence du champ F est la fonction scalaire :

(e y,2) € Urodiv Pl 2) 1= O (o 20+ 2oy 20 ().
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Quelques régles importantes

rot [V F] =0
rot[f Fl=VFAF + frot f

.
div[Vf] = Af
div [rot G] =0
. N .
div[f F]=(Vf, F)+ fdivF
div [ Vh] = (Vh, V) + A f
div [lEl A /?2] = (1?)5 lEl, IEQ> — <IFE /?2, lEl>
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Deux calculs importants de laplacien

A [mg NEZ +y2} —0 VY(x,y)eR2\{(0,0)}

A[— ]:o ¥ (x,y,z) € R\ {(0,0,0)}

VX2 +y?+ 22
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Fin du chapitre 8
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