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Université Bordeaux1-2006/2007
Mathématiques MISMI-Semestre d’orientation
Toutes séries

D.S.1

21 Octobre 2006 -10h30-11h50

Exercice 1 [Cours]

1) Donner la définition d’une application injective et la définition d’une application surjective.
2) On note E le sous- ensemble {1,2,3} de N. Déterminer I'ensemble des applications injectives f de
E dans lui-méme telles que f(1) = 1. Sont-elles bijectives ?

Exercice 2

Soient F un ensemble. Pour toute partie X de E on note 0z X le complémentaire dans E de la partie
X. Soient A, B et C' des parties de E.
1) Ecrire sous la forme d’une formule avec quantificateurs les assertions suivantes :

a) La partie A est contenue dans le complémentaire dans F de la partie C.

b) Le complémentaire dans F de la partie C' n’est pas contenu dans I'intersection des parties A et
B.
2) a) Montrer que Cg(BNCgA) = AUCEB.

b) Montrer que AUCgB = E si et seulement si B C A.
Exercice 3

Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal a 2 le nombre rationnel

B T L
n= gttt et

est égal & =1,
n

Exercice 4

On considere I’application f : x — 22 — 6z + 7 de R dans lui-méme.

1) Déterminer l'image directe f(A) par f de la partie A = {—2,1,0,8} de R.

2) Déterminer les images réciproques f~1(B) et f~1(D) des parties suivantes de R :

B={-3}et D={-32}.

3) a) L’application f est-elle injective ?

b) L’application f est-elle surjective ?
4) Quels sont les éléments de R qui possédent un et un seul antécédent ?
Exercice 5
1) Calculer d le PGCD des nombres entiers 585 et 247.
2) Déterminer un couple d’entiers relatifs (u,v) tels que d = 585u + 247v
3) Quels sont les entiers relatifs qui divisent & la fois 585 et 2477



Université Bordeaux I — 2006/2007 MISMI — Semestre d’orientation
Mathématiques Toutes séries

D.S. 2
18 novembre 2006

Baréme indicatif : 4 +4+4+4+4

Probléme 1.
(1) Donner dans R les complémentaires des intervalles :
[Oal[v ]17+OO[ et ] — 09, +OO[.
(2) Donner pour chacun des intervalles ci-dessus un exemple de plus petit élément, de borne
inférieure et de minorant s’ils existent en justifiant vos réponses.

Probléeme 2.
(1) Calculer dans C les racines quatriecmes de z = 2v/3 + 2i et les porter sur un graphique.

Probléme 3.

Etudier la convergence des suites numériques (uy ), (Up), (Un + vp), (Unvy) €t (un/vy,) dans chacun
des cas suivants :

D up,=14+1/n, v,=-1/n.

Qu,=n, v,=(-1)"/n.

Probléeme 4.

Etudier les limites sguivazntes :

: 3% 4222 +1
(1) limg oo — 2(;2“%
(2) llmm*)() 11;_%14

(3) limg—qoo V224+3x+142 e  limp, o V2z?+3z+1+z

Probléeme 5.

(1) Soit f une fonction numérique définie sur R, expliciter avec des quantificateurs le fait que f soit
continue en un point zy de R.

(2) Soit g une fonction numérique définie sur R, expliciter avec des quantificateurs le fait que g soit
continue en un point yo = f(xo) de R.

(3) En déduire que la fonction g o f est continue au point xg de R.
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Les deuz parties sont indépendantes et notées respectivement sur 6 points (sur 20) et 14 points (sur 20); les exercices

1 4 6 de la partie applicative (partie I1) sont totalement indépendants entre eux et peuvent étre traités dans un ordre

arbitraire. Les trois séries de questions de la partie I sont elles aussi totalement indépendantes entre elles.

PREMIERE PARTIE : COMPREHENSION DU COURS
Question I

Soient A et B deux parties d’un ensemble E. Montrer que
EN(ANB)=(E\A)U(E\B)

(on convient, pour toute partie C' de E, de noter E \ C' le complémentaire de C' dans E).

Série de questions II

On considere dans cette série de questions I’application f de R? dans R définie par f(z1,22) = 22 —2 29
pour tout (z1,xs) de R2.

IL.a. Que signifie le fait qu’une application d’'un ensemble E dans un ensemble F' soit surjective de F
dans F'? Montrer que I’application f donnée ici est surjective de R? dans R. Montrer que pour tout
nombre réel y, on a l'inégalité y+|y| > 0; montrer enfin que l'application g : y € R — (\/y + |yl, |y|/2)
est telle que f o g = Idg.

IL.b. Que signifie le fait qu’une application d’'un ensemble £ dans un ensemble F' soit injective de F
dans F ? L’application f donnée ici est-elle injective comme application de R? dans R ?

Série de questions III

III.a. Soit A un sous-ensemble de R et a € R ; en utilisant les quantificateurs V, 3 ainsi que les symboles
mathématiques <, >, €, exprimer les deux assertions :

— « a est un majorant de A »

— « a n’est pas un majorant de A ».

II1.b. Soit A un sous-ensemble de R et a un majorant de A; en utilisant les quantificateurs Vv, 3 et les
symboles <, <, >, €, exprimer les deux assertions :

— « a est la borne supérieure de A »

— « a n’est pas la borne supérieure de A ».

DEUXIEME PARTIE : PARTIE APPLICATIVE

Exercice 1.
Soient a et n des éléments de N. On suppose a > 2 et n > 1.
1.a. Montrer que les nombres entiers a et a™ — 1 sont premiers entre eux.
1.b. Montrer I'égalité a® —1 = (a —1)(1 +a+---+a"1); en déduire que 1 +a+ - +a"" 1 et a”
sont des nombres entiers premiers entre eux.
1.c. On considere ’équation
6x + 215y =1 ; (E)

— Aprés avoir vérifié que 215 = 63 — 1, justifier (sans calcul) pourquoi il existe au moins un couple
d’entiers relatifs (z,y) satisfaisant (F);



— déterminer tous les couples d’entiers relatifs qui satisfont (E).

Exercice 2.
2.a. Résoudre dans C I’équation du second degré Z2 —iZ +2 = 0.

2.b. Déduire de 2.a les solutions dans C de I'équation 2% —iz3 + 2 = 0 (on donnera ces solutions sous
forme polaire z = re’® en précisant les valeurs de r et 6).

2.c. Placer sur un dessin propre tous les points (a,b) du plan tels que a + b soit une solution de
20—z 4 2=0.

Exercice 3.

3.a. En utilisant I'algorithme d’Euclide, calculer le PGCD de 34 et 21.

3.b. On définit la suite (F},)nen par récurrence : Fop =1, F} =2 et

Fn+2:Fn+1+Fna Vn € N.

— Rappeler le principe du raisonnement par récurrence et montrer, en appliquant ce principe, que
F,, € N pour tout n.

— Montrer que pour tout n dans N, d est un diviseur commun de F,, et F}, ;1 si et seulement si d est
un diviseur commun de F,,;1 et F,y2; en déduire que PGCD (Fj 42, Fi,41) = PGCD (F, 41, F),)
pour tout entier n € N.

— Déduire de ce qui précede que deux termes consécutifs de la suite (F},),>0 sont toujours premiers
entre eux.

Exercice 4.

On désigne par « log »la fonction logarithme néperien (aussi notée au lycée « In ») et par e’ 'exponen-
tielle du nombre réel ¢. Soit la fonction définie sur I'intervalle ouvert I =] — 2, 4-o00[ par

log(x+2) —-2<z<-1
flz)=1< z+1 -1<z<0
e’ O<z

— Etudier ses limites en —2 et 400
— Montrer que f est continue sur I;
— Montrer que f est dérivable sur I;
— Etudier les variations de f et tracer son graphe.

Exercice 5.

5.a. On désigne par « log »la fonction logarithme néperien (aussi notée au lycée « In ») et par et

Iexponentielle du nombre réel ¢. En utilisant le changement de variable u = +v/et + 1, transformer

I'intégrale
log 8

Vet +1dt

log 3
en l'intégrale sur un intervalle que ’on précisera d’une certaine fraction rationnelle.

5.b. Montrer qu’il existe deux constantes réelles a et b uniques (que l'on calculera) telles que

1 a b
A 1 = ;
v T2 -1 u—1+u—|—1’

déduire de ce résultat (combiné avec celui de 5.a) la valeur numérique de l'intégrale

log 8

Vet +1dt.

log 3
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5.c. Exprimer & ’aide des fonctions classiques (logarithme, radicaux, exponentielle) la primitive F (sur

R) de la fonction
teR+— Vet +1
qui vérifie F(0) = 0.
5.d. Calculer les limites lorsque x tend vers —oo et lorsque = tend vers +oco de la fonction
ver +1— 1)
ver +14+1

et en déduire les limites de la fonction F' lorsque x tend vers —oo et x tend vers +oo ; justifier pourquoi
F réalise une application bijective de R dans R.

J;ER»—>log(

5.e. Justifier pourquoi I'application réciproque F'~! est dérivable (de R dans R) et montrer que la
fonction y = F~! est solution sur R de I’équation différentielle du premier ordre :

1
!

T) = ——,
y'(z) o

cette équation différentielle (x) est-elle une équation linéaire du premier ordre ?

reR; (%)

5.f. Trouver l'unique solution sur R de I’équation différentielle

y’(m)zé(l—@),xeﬂ%, (%)

qui vérifie de plus la condition initiale y(0) = 0 .
Exercice 6.

6.a. Soient A et B deux parametres réels strictement positifs. On considere ’équation différentielle
homogene du second ordre :
Ay'(H)+ By () +y(t) =0, t € R. ()

Quelle inégalité doivent vérifier les parameétres réels strictement positifs A et B pour que les solutions
sur R de I’équation différentielle (1) soient toutes de la forme t —— e~ (C} cos(wt) + Cy sin(wt)), ol
A et w sont des constantes strictement positives, C, Cy des constantes réelles; donner dans ce cas en
fonction de A et B les valeurs des constantes A et w. Que se passe-t-il lorsque I'inégalité en question
n’est plus satisfaite ?

6.b. On fixe maintenant A = 10 et B = 2. Déterminer toutes les solutions de R dans R de I’équation
différentielle homogene du second ordre

10y"(t) +2y'(t) +y(t) =0, t € R.
6.c. Déterminer I'unique solution de I’équation différentielle du second ordre
10y"(t) + 2y (t) + y(t) = cos(2t), t e R,

qui vérifie de plus les deux conditions initiales y(0) = 0 et 3'(0) = 1.

1Cette derniére question peut étre traitée tout-a-fait indépendamment des précédentes; pour information, I’équation
différentielle (xx) réalise une version « approchée »de I’équation différentielle (x).
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ANNEE 2006-2007 SESSION DE FEVRIER 2007
GU : MISMI UE : MIS101
Date : 26/02/2007, 14.00-17.00 Durée : 3h00
Documents non autorisés

Les deux parties sont indépendantes et notées respectivement sur 6 points (sur 20) et 14 points (sur 20); les exercices

1 4 6 de la partie applicative (partie I1) sont totalement indépendants entre eux et peuvent étre traités dans un ordre

arbitraire. Les trois séries de questions de la partie I sont elles aussi totalement indépendantes entre elles.

PREMIERE PARTIE : COMPREHENSION DU COURS
Question I

On considere les deux applications suivantes :

f:zeR — 2°eR
g:2€eC +— ZeC

a. L’application f (considérée comme une application de R dans R) est-elle injective ? surjective ?
b. L’application g (considérée comme une application de C dans C) est-elle injective ? surjective ?

Justifier soigneusement vos réponses.

Série de questions I1

II.a. Rappeler ce que signifie le fait qu’une fonction f définie dans Ja —€,a + €[ (a € R et € > 0) et &
valeurs réelles soit dérivable au point a ? Le fait que f soit continue au voisinage de a implique-t-il que
f soit dérivable en a? On justifiera la réponse, qu’elle soit positive ou négative.

I1.b. Soit a € R tel que cosa # 0 et f une fonction définie au voisinage de a et dérivable au point a.
Calculer en fonction du nombre dérivé f’(a) la limite

i (L) =Sy

z—a \Sinx — sina

Série de questions III

Si z = a + ib est un nombre complexe (a,b € R), on pose

exp(z) := e%(cosb + isinb) = e® x e

Trouver tous les nombres complexes z solutions de 1’équation

exp(2) = Ve,
ol e est le nombre réel défini par loge = 1 (log désignant ici le logarithme népérien).
DEUXIEME PARTIE : PARTIE APPLICATIVE
Exercice 1.
1.a. Enoncer le théoréme de la division euclidienne.
1.b. Soient a, b deux entiers, tels que a > b > 0. On écrit la division euclidienne de a par b : a = bg+r.
a. Montrer que g > 1.
b. En déduire que a > b+ r, puis que a > 2r.

12



1.c. On suppose toujours que a et b sont deux entiers tels que a > b > 0. Soit rg = 7,71,...,7 =0
la suite des restes obtenus lors du calcul de PGCD(a, b) par l'algorithme d’Euclide. On suppose pour
simplifier que n = 2k est pair; montrer (en utilisant le résultat établi en 1.b) que

k

a > 2rg >227'2 > o> 2% o >2k+17"2k:0.

loga
log 2

En déduire que k < , ol log désigne le logarithme néperien.

Exercice 2.

2.a. Soit j le nombre complexe €27/3; montrer que

1+j+5°=0

2.b. Quelles sont les valeurs possibles du reste r(k) lors de la division euclidienne d’un entier k£ € N
par 3? Calculer suivant les différentes valeurs possibles prises par r(k) les nombres j* et 14 j* + 52,

2.c. Soit n = 3m un entier positif ou nul multiple de 3. Calculer en fonction de m les nombres (1+ 5),
(IT+5H)™ 27+ (L4 )"+ (1 + 55"

Exercice 3.

Exprimer la fonction
f it €R— cos(t) sin?(t) + sin(t) cos(2t)

sous la forme d’une combinaison linéaire des fonctions
t — sin(kt), ke N*

ou

t +—— cos(mt), meN*.

Exercice 4.

Soit T' un nombre réel strictement positif. Déterminer (en fonction de T') I'unique fonction
yr ]07 +OO[’—> R7
dérivable sur |0, 4+o00[ et solution du probléeme de Cauchy :

1
o/ @)+ (@) =

yr(T) = 1

Exercice 5.

5.a. Exprimer en termes d’expressions usuelles, pour z €] — 1, +-o00[, I'intégrale

Tdt
Flz)= | ———.
(z) /0 t2 4 3t 4 2

5.b. La fonction = €] — 1,400 F(x) est-elle dérivable sur | — 1, +o0[? Si oui, quelle est sa fonction
dérivée?

5.c. Calculez les limites de la fonction F' respectivement en —1 (& droite) et +o0o. Montrer que F(] —
1, +0o0]) est un intervalle ouvert J de R (que l'on précisera) et que la fonction F' : I — J admet une
fonction réciproque G :J — I.

13



5.d. Calculer G(y) en fonction de y. Montrer que G est dérivable en tout point y de J et calculer G'(y)
pour y € J.
Exercice 6.

Soit f : R — R la fonction définie par

0sit<0
1) = {exp(l/t) sit>0

6.a. Montrer que f est continue sur R et en particulier en ¢ = 0.

6.b. Montrer que f est dérivable en ¢t = 0 et calculer f/(0). Déterminer la limite de f en +oo et tracer
sommairement le graphe de la fonction f sur R.

6.c. On rappelle qu'une fonction définie sur un intervalle ouvert I de R est indéfiniment dérivable sur
I si f est dérivable sur I, de fonction dérivée f' = f(, avec f’ dérivable sur I et de fonction dérivée
" = f@ f” dérivable sur I et de fonction dérivée @ ..., f(®) dérivable sur I et de fonction dérivée
FtD ete.

Apres avoir rappelé le principe du raisonnement par récurrence, montrer que la fonction f est indéfiniment
dérivable sur R et que, pour tout n € N*, la fonction dérivée a l'ordre n (notée f (")) est de la forme

0sit<0
o) =< P(t)
th

exp(—1/t)sit >0,

ou P, est une fonction polynomiale de degré exactement n — 1. Préciser la relation de récurrence
permettant d’exprimer le polynome P, ; a partir du polynéme P, lorsque n € N*.

14
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ANNEE 2006-2007 SESSION DE JANVIER 2007
GU : MISMI UE : MIS101
Date : 5/01/2007 Durée : 3h00

Texte (en italiques) et corrigé détaillé (en roman)

PREMIERE PARTIE : COMPREHENSION DU COURS
Question I (14 pts)

Soient A et B deux parties d’un ensemble E. Montrer que

E\(ANB) = (E\ A)U(E\B)

(on convient, pour toute partie C de E, de noter E\ C le complémentaire de C dans E ).

Dire qu'un élément = de F n’est pas dans A N B équivaut a dire que soit il n’est pas dans A, soit il
n’est pas dans B. On a en effet la tautologie non[P A Q] = (non P) V (non Q) (cours). On a donc bien
I’égalité ensembliste

E\(ANnB)=(E\AU(E\B).

Série de questions II (31 pts)

On considére dans cette série de questions lapplication f de R? dans R définie par f(z1,22) = 23 —2 29
pour tout (z1,22) de R?.

Il.a (64+4+43=6) Que signific le fait qu’une application d’un ensemble E dans un ensemble F soit
surjective de E dans F' 2 Montrer que Uapplication f donnée ici est surjective de R? dans R. Montrer
que pour tout nombre réel y, on a linégalité y+ |ly| > 0; montrer enfin que Uapplication g :y € R —

(VY + lyl,lyl/2) est telle que f o g = Idg.

Une application f : E—— F est surjective si et seulement si
VWWeF,3XeE, Y =f(X).
On remarque ici que si y € R,
F((0,=y/2)) =0-2(-y/2) =y,

ce qui prouve bien que le couple (0, —y/2) est un antécédent pour y ; Uapplication f est donc surjective
de R? dans R.

On a par définition |y| = sup(y, —y), en particulier donc |y| > —y, soit |y| + y > 0 pour tout nombre
réel y.

L’application g est bien définie sur R a cause de ce qui précede et on a, pour tout y € R,

(fog)w) = flgw) =(VIyl+v)* —2lyl/2=y+ |yl — ly| =y = 1dr(y) .

II.b (646) Que signifie le fait qu’une application d’un ensemble E dans un ensemble F soit injective
de E dans F ? L’application f donnée ici est-elle injective comme application de R? dans R ¢

Une application f : E—— F est injective si et seulement si
VX1, X2 €E, f(X1) = f(X2) = X1 =X>.

Ici f((z,y)) = f((—z,y)) = 2% — 2y pour tout couple (z,y) de R?; comme (z,y) # (—,y) dés que
x # 0, I'application f n’est pas injective comme application de R? dans R.
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Série de questions III (25 pts)

IIT.a (7+6) Soit A un sous-ensemble de R et a € R ; en utilisant les quantificateurs V,3 ainsi que les
symboles mathématiques <,>, €, exprimer les deux assertions :

- « a est un majorant de A »

— « a nest pas un majorant de A ».

Dire que a est un majorant de A s’écrit
Vee A, z<a.
La négation de cette assertion (« a n’est pas un majorant de A ») s’écrit

Jxr € Atel que z > a.

IIL.b (745) Soit A un sous-ensemble de R et a un majorant de A ; en utilisant les quantificateurs ¥, 3
et les symboles <, <, >, €, exprimer les deux assertions :

— « a est la borne supérieure de A »

— « a nest pas la borne supérieure de A ».

Dire que a est la borne supérieure de A (lorsque a est supposé étre un majorant) s’écrit :
Ve>0dr e Atel que a—e<xz<a.
La négation de cette assertion (« a n’est pas la borne supérieure de A ») s’écrit donc
Je>0,VeeAd z<a-—c¢

(a est ici supposé étre un majorant de A, ce qui fait que les propriétés > a et € A sont incompatibles).
DEUXIEME PARTIE : PARTIE APPLICATIVE
Exercice 1 (21 pts)

Soient a et n des éléments de N. On suppose a > 2 et n > 1.

l.a (6) Montrer que les nombres entiers a et a™ — 1 sont premiers entre euz.

Si d est un entier divisant a et ™ —1, d divise a™ (car d divise a) et a™ —1, donc d divise a™—(a™ —1) = 1.
Or les seuls diviseurs de 1 dans Z sont £1, donc d =1 si d > 0. Le PGCD de a et a™ — 1 vaut donc 1,
ce qui prouve que a et a” — 1 sont premiers entre eux.

1.b (6) Montrer I’égalité a™ —1 = (a—1)(1+a+---+a""1); en déduire que 1 +a+---+a""! et a”
sont des nombres entiers premiers entre euz.

On a, en développant :

(a—1)(1+a+--+a"") = a+a®+-+a"—(1+a+---+a""")
a” —1.

Side N*diviseaet 1+a+---+a™ !, ddivise a et a® — 1 (puisque 1 +a+ ---+a"! divise a™ — 1).
Comme a et a” — 1 sont premiers entre eux, d = 1. Le PGCD de a et 1 +a+---+a"~! vaut donc 1 et
ces deux nombres sont bien premiers entre eux.
l.c (3 + 6) On considére I’équation

6x + 215y =1 ; (E)

— Apres avoir vérifié que 215 = 63 — 1, justifier (sans calcul) pourquoi il existe au moins un couple
d’entiers relatifs (x,y) satisfaisant (F) ;
— déterminer tous les couples d’entiers relatifs qui satisfont (E).

18



La formule 215 = 62 — 1 est immédiate car 63 = 216. Si ’on pose donc a = 6, on sait d’apres le 1.a que
a® — 1 = 215 et a = 6 sont premiers entre eux; il existe donc, d’apres ’identité de Bézout, un couple
d’entiers (xg, yo) tel que 629+215y9 = 1. On remarque d’ailleurs immédiatement que (zg, yo) = (36, —1)
convient. D’apres le cours (et le lemme de Gauss), toutes les solutions de ’équation (E) sont les couples
d’entiers (x,y) de la forme

(36 + 215k, —1 — 6k), k€ Z.

Exercice 2 (18 pts).
2.a. (6) Résoudre dans C l’équation du second degré Z* —iZ + 2 = 0.
On a

A= (—i)?—4x2=-9=(+30)>.

Les solutions de I’équation sont donc

21 = B :—i:eiiﬂ/?
3 4
Zo = 2—21222.:261”/2.

2.b (6) Déduire de 2.a les solutions dans C de l’équation 2% —iz3 +2 = 0 (on donnera ces solutions
sous forme polaire z = re'® en précisant les valeurs de r et 0).

On remarque que

(28 — 2% +2=0) < [(Z=z3)A(Z2—z‘Z+2=0)].
Les racines de 2% — 23 4+ 2 = 0 s’obtiennent donc en résolvant les équations
2= —j=e /2 (1)
et
23 =21 = 2¢'/? (2).
Les racines de ’équation (1) ont pour module r = 1 et pour arguments
/6, —w/6+27/3 =7/2, —7w/6 +47/3 = Tn/6.

Ce sont les trois nombres complexes e~"™/6 i e7"/6, Les racines de 1’équation (2) ont pour module

r=21/3 et pour arguments
/6, ©/6+27/3 =57/6, w/6+47/3 =37/2.

Ce sont les trois nombres complexes 21/3¢i7/6 21/3¢5im/6 _91/3;

2.c (6) Placer sur un dessin propre tous les points (a,b) du plan tels que a + ib soit une solution de
6 _ 5.3
z2° —1i2°+2=0.

On se reporte & la figure ci-dessous, ot les trois racines de 23 = —i ont été marquées par des ronds, les
trois racines de z3 = 2i par des croix.
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FiG. 1 — Les 6 racines de 'équation 2% —iz% +2 =0

Exercice 3 (24 pts)
3.a (6) En utilisant algorithme d’Euclide, calculer le PGCD de 34 et 21.

On a
34 = 21x1+13
21 = 13x1+8
13 = 8x1+5
8 = Hx1+4+3
5 = 3Ix1+2
3 = 2x1+1
2 = 2x1+40.

Le dernier reste non nul dans cette suite de divisions euclidiennes vaut 1, donc PGCD(34,21)=1.
3.b (5 4+ 6 + 4) On définit la suite (F,)nen par récurrence : Fy =1, Fy =2 et

Foio=Fyp1 +F,, VneN.

— Rappeler le principe du raisonnement par récurrence et montrer, en appliquant ce principe, que
F,, € N pour tout n.

— Montrer que pour tout n dans N, d est un diviseur commun de F,, et F, 11 si et seulement si d est
un diviseur commun de Fp,11 et Fyyo; en déduire que PGCD (Fy 42, Fr11) = PGCD (Fq1, F)
pour tout entier n € N.

— Déduire de ce qui précéde que deux termes consécutifs de la suite (Fy,)n>0 sont toujours premiers
entre euz.

Le principe (ici le second principe en fait) du raisonnement par récurrence est le suivant : supposons
que l'on veuille démontrer qu’une assertion (P,) est vraie pour tout n > ng. On commence & vérifier
que (P,,) est vraie, puis 'on démontre :

((Pk) vraie pour k = ng, ,n) = ((Pn+1) est Vraie) .
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Alors (P,) est vraie pour tout n > ng.
Ici, on doit montrer par récurrence la propriété F,, € N pour tout n > 0 ((P,) vraie dans notre cas se
lit « F,, € N »). En fait, on sait que Fy = 1, F; = 2, donc la propriété (P,) est vraie pour n = 0 et
n = 1. D’autre part, pour n > 1, on a (d’apres la relation de récurrence écrite avec n — 1 a la place de
n)

Fn+1 =F, 1+ F,.

Si Fy, € Npour k =0,1,...,n, alors F,, et F,,_; sont des entiers positifs, donc F,,; 1 aussi (comme somme
de deux entiers positifs) et la propriété est donc bien vérifiée au cran n + 1. L’assertion « Fj, € N »est
donc bien ainsi démontrée par récurrence.

Si d divise F), et Fj 11, d divise leur somme, soit Fj, 2, donc divise aussi Fy, 1 et Fy49. Si d divise Fj, 41
et Fp 2, d divise leur différence, soit F, 12 — F,,4+1 = Fj,. Donc, pour tout n € N, d est un diviseur
commun de F, et Fj,;1 si et seulement si d est un diviseur commun de F, 1 et F, 2. Les ensembles
des diviseurs communs de F,, et Fj, 1 et de Fj, 1 et F, o sont donc les mémes. Ces deux ensembles
ont donc méme plus grand élément, ce qui implique PGCD(F,,, F,,+1) = PGCD(F,,+1, Fi,4+2) pour tout
n € N.

Par récurrence sur n, on voit que, pour tout n > 0, PGCD(F,, F,,41) = 1. La propriété est vérifiée
pour n =0 (car 1 et 2 sont premiers entre eux). Si elle est vraie au cran n (F,, et F,; premiers entre
eux), elle I'est au cran n + 1 car

PGCD(F,41, Fyy2) = PGCD(F,, Fpq) = 1.

Donc la propriété « F,, et F, 11 sont premiers entre eux »est vraie pour tout entier n > 0. Deux termes
consécutifs de la suite (F},),>0 sont donc toujours premiers entre eux.

Exercice 4 (22 pts)

On désigne par « log »la fonction logarithme néperien (aussi notée au lycée «In ») et par e* 'ezponen-
tielle du nombre réel t. Soit la fonction définie sur lintervalle ouwvert I =] — 2, +o00| par

log(x+2) —-2<z<-1
flz)y=¢ z+1 —-1<z<0
er 0<zx

— (4) Etudier ses limites en —2 et +00;
— (6) Montrer que f est continue sur I;
- (6) Montrer que f est dérivable sur I;
— (6) FEtudier les variations de f et tracer son graphe.

On a log X = —o0, donc

lim
X—0,X>0
lim 2log(:r +2)=—00.

rT——2,r>—

La limite de f lorsque z tend vers —2 (par valeurs supérieures bien siir) vaut donc —co. Pour z tendant
vers 00, on a f(x) = e*, donc

li = 1 = .
oI S2) = B 7 = oo
La fonction f est continue sur | — 2, —1[ (comme composée de deux fonctions continues puisque log

est continue sur |0, 4o00[), sur [—1,0] (car & — x + 1 est continue sur R) et sur ]0, +o0[ (car exp est
continue sur R). Pour montrer la continuité de f, il faut vérifier la continuité aux points —1 et 0, en
fait uniquement la continuité a gauche en —1 et a droite en 0. Or

lim  f(z) = lim 11og(ac +2)=logl=0= f(-1)

r——1lx<—1 r——1lr<—
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car log est continue en 1. De méme

lim f(r)= lim e® =¢e’=1= f(0)

z—0,2>0 x—0,2>0
car exp est continue en 0. La fonction f est donc bien continue en z = —1 et x = 0; comme elle était
continue en tout autre point de | — 2, +00[, elle est continue sur cet intervalle.

La fonction f est dérivable sur | — 2, —1[ (comme composée de deux fonctions dérivable puisque log est
dérivable sur ]0, +ool, de dérivée X —— 1/X), sur |—1, 0] (car 2 — x+1 est dérivable sur R, de dérivée
x — 1) et sur ]0,+oo[ (car exp est dérivable sur R, de dérivée exp). Pour montrer la dérivabilité de
f, il faut vérifier la dérivabilité aux points —1 et 0, en fait uniquement dérivabilité gauche en —1 et a
droite en 0 et le fait que f,(—1) = f;(0) = 1. Or
- f(-1 1 2) —log1
fla) ~ F(-1) L log(r +2) -~ log

lim —_ - =
z——1lx<—1 x+1 z——1lx<—1 x+1

log(e+2)(-1) = [ =1=fu-1)

car log est dérivable en 1, de nombre dérivé 1. De méme

L f@) - fO) et _
e o et g - P O=ex@=1
car exp est dérivable en 0, de nombre dérivé 1. La fonction f est donc bien dérivable en z = —1 et

z = 0 (car il y a « raccord »des dérivées a gauche et a droite en ces deux points); comme elle était
dérivable en tout autre point de | — 2, +00], elle est dérivable sur cet intervalle.

La fonction f a une dérivée positive (strictement) en tout point de ]2, 4+o00[, car

fi(w) = a:41—2

pour = €] —2,—1], f'(z) = 1 sur [-1,0], f/'(x) = €® sur |0, +o00[. Le graphe de la fonction f est tangent
a la droite y = z 4+ 1 aux points (—1,0) et (0,1), se confond avec cette droite au dessus de [—1, 0],
présente une asymptote verticale en = —2 et une branche parabolique (regardant vers I'axe des y > 0)
du type « exponentielle »lorsque z tend vers +oo (voir la figure ci-dessous).

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

F1G. 2 — Le graphe de f, sa tangente en (—1,0) et (0, 1), asymptote en t = —2
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Exercice 5 (50 pts)

5.a (5) On désigne par « log »la fonction logarithme néperien (aussi notée au lycée «1ln ») et par
et Dexponentielle du nombre réel t. En utilisant le changement de variable u = Vet + 1, transformer
lintégrale

log 8
/ Vel +1dt
1

og 3
b 4 . ; . , ) . .
en l'intégrale sur un intervalle que [’on précisera d’une certaine fraction rationnelle.

On suit le changement de variables proposé et on applique la formule de changement de variable. On
a el +1=u? donc e'dt = 2udu, ou encore (u? — 1)dt = 2udu. Si t = log3, u = V4 = 2, tandis que si
t =1log8, u =9 = 3. Une fois le changement des bornes effectué (il ne faut pas I'oublier!), on trouve

log 8 3 Qud 3 9,2
\/et+1dt:/ u X 2u Y :/ 2u du .
log 3 2 u?—1 9 u—1
C’est la forme voulue car
X F(X) 2X°
> = —_—
X2 -1

est bien une fraction rationnelle.

5.b (545) Montrer qu’il existe deux constantes réelles a et b uniques (que l'on calculera) telles que

1 a b
Yu > 1 = ;
u T2 -1 u—lJru—i—l7

déduire de ce résultat (combiné avec celui de 5.a) la valeur numérique de lintégrale

log 8
Vet +1dt.
log 3
On cherche a et b par simple identification :
o _ b (a+bu+(a—0b)
u—1 wu+1 uz —1 '

11 convient donc de prendre a +b =0et a —b = 1, soit a = 1/2 et b = —1/2. Comme il s’agit d'un
systéme de Cramer (deux équations, deux inconnues, avec déterminant non nul), la solution (a, b) ainsi
trouvée est unique et on a :

En intégrant entre 2 et 3, il vient

3 2

2

/ Tul =2+1log2—logl— (log4 —log3) =2 +1log3 —log2 = 2 + log(3/2)
2 _

(une primitive de u — (u 4= 1)~1 étant log |u 4= 1| = log(u £ 1) sur |1, +ool).

5.c (5) Ezprimer d laide des fonctions classiques (logarithme, radicauz, exponentielle) la primitive F

(sur R) de la fonction
teR— Vet +1
qui vérifie F(0) = 0.
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Cette primitive F' s’éxprime sous la forme

F(x) du

x Ver+1 u2
/ \/et+1dt:2/
0

vz u? —1

VIR gy VIR gy
~ AVEFT-vR)+ [ -/
V3 u—1

Ver +1-1 V2-1
2(Ve® + —\/§)+logm+1—log\/§+l

(le calcul a été fait ici en utilisant le changement de variable u = Vet + 1, les nouvelles bornes devenant
V2 et \/e® + 1 lorsque ¢ vaut respectivement 0 et 2). On s’est inspiré du calcul conduit dans la question
5.b.

5.d (834+3+3+44) Calculer les limites lorsque x tend vers —oo et lorsque x tend vers +o0o de la fonction
ver+1— 1)
ver +1+4+1

et en déduire les limites de la fonction F lorsque x tend vers —oo et x tend vers +00 ; justifier pourquoi
F réalise une application bijective de R dans R.

V3 u—+1

xER»—dog(

On a, de par les opérations sur les limites (composition, quotient) et le fait que lim_, e* = 0,

ver+1—-1 0

lim - =0;

o002 + 141 2

par conséquent, puisque log X tend vers —oo lorsque X tend vers 0 par valeurs positives,

I 1 (\/e’”—l-l—l)
im log | — ) = —.
oo ver +1+4+1

Si 2 tend vers +o00, on peut écrire (en divisant numérateur et dénominateur par e/ 2)
ver+1—-1 1+e™® —e/2
Ver +1+1  VI4e @ 4e2/2]
et, en utilisant les opérations sur les limites (composition, quotient) et le fait que limy,, e ™ =
lim o e=*/2 = 0, on voit que
i ver+1—-1 1
im — =
z—+oo \/eT + 1+ 1

Comme log est continue (et nulle) en X =1, on a

lim lo (VBIH*I)
im — ) =
e B\ a1 11

La fonction F est strictement croissante (car de dérivée x — /e* + 1) et est égale a

ver+1—-1
Ver +1+1

ou C' est une certaine constante (voir le 5.c). On a donc

F(z) =2ve* +1+log

+C,

lim F(z)=2+4(—00)+C = -0

T——00
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d’apres les théorémes sur les limites. Mais on a aussi

lim F(r)=400+0+C =40
r—+0o0
car lim, o ve* +1 = 4o00. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, F' est surjective de R dans
R (car elle peut prendre des valeurs arbitrairement petites et arbitrairement grandes puisqu’elle tend
vers —oo en —oo et vers +00 en +00). D’autre part, comme F' est strictement croissante (car sa dérivée
est strictement positive sur R), elle est injective. F' réalise donc une bijection de R dans R.

5.e (4+5-+2) Justifier pourquoi l'application réciproque F~1 est dérivable (de R dans R) et montrer
que la fonction y = F~1 est solution sur R de l’équation différentielle du premier ordre :
1

/
= -——— ]R'
V@)= o TR ()

cette équation différentielle (x) est-elle une équation linéaire du premier ordre ¢

L’application F' est dérivable, strictement monotone, et sa dérivée ne s’annule pas sur R. D’apres le
cours, application réciproque F~' est dérivable et I’on a, pour tout = € R,

1 1
F~ Y (z) = =
= pE) T v
ce qui montre que y = F~! est bien solution de 1’équation différentielle (). Cette équation est bien du
premier ordre (elle ne fait apparaitre que la premiere dérivée), mais elle n’est pas linéaire (car le second
membre n’est pas de la forme a(x)y(z) + b(x)).

5.f (6) Trouver l'unique solution sur R de l’équation différentielle

V)= (1-1) e, (+4)

qui vérifie de plus la condition initiale y(0) = 0 2.
L’équation (**) est une équation linéaire du premier ordre, de la forme y’ = a(x)y + b(z). La solution
générale de I’équation homogene
Y (@) = ——=u@)
42
est

y(z) = Cexp<—$x>,

ou C est une constante arbitraire. En faisant varier cette constante pour chercher une solution parti-
culiére sous la forme

y(x) = Clayexp (- ﬁx) ,

on trouve que y sera solution de 1’équation (xx) dés que

1
C'(z)exp(——zz) = —=;
42
On trouve que le choix de
T
C(z) =4exp (—)
42
2Cette derniére question peut étre traitée tout-a-fait indépendamment des précédentes; pour information, I’équation
différentielle (xx) réalise une version « approchée »de I’équation différentielle (x).
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convient, donc que y(x) = 4 est une solution particuliere de (xx). La solution générale de (xx) est donc

y(x):CeXp(—ﬁx) +4

et, pour que la fonction y soit nulle en 0, il faut choisir la constante C' = —4. La solution y cherchée

est donc .
y(z) = 4(1 — exp ( - 4\—@)) .

Exercice 6.

6.a (5+5+5) Soient A et B deux paramétres réels strictement positifs. On considére ’équation
différentielle homogéne du second ordre :

Ay'(t)+ By (t) +y(t) =0, t eR. (1)

Quelle inégalité doivent vérifier les parametres réels strictement positifs A et B pour que les solutions
sur R de équation différentielle (1) soient toutes de la forme t — e~ (C} cos(wt) + Cosin(wt)), ot
A et w sont des constantes strictement positives, C1,Co des constantes réelles; donner dans ce cas en
fonction de A et B les valeurs des constantes A et w. Que se passe-t-il lorsque ’inégalité en question
n’est plus satisfaite ¢

La condition pour que les solutions de (}) soient de la forme
y(t) = e~ M(C} cos(wt) 4+ Cy sin(wt)),
ou (4 et C5y sont deux constantes, est que ’équation caractéristique
AX? +BX +1=0
ait deux racines complexes conjuguées distinctes, ce qui est réalisé si et seulement si
A=DB*-4A<0.
Dans ce cas, les solutions sont de la forme voulue si 'on pose

B V4A — B2

A

Y R 24
Si 'on a A > 0, les solutions sont de la forme
y(t) = Cy exp(rit) + Cyexp(rat) ,

ol 71 et ro sont les racines réelles (et toutes les deux strictement négatives) de AX? + BX +1 = 0;
lorsque t tend vers +o00, il y a extinction (sans oscillations) de toutes les solutions. Si A = 0, le méme
phénomene se produit car les solutions sont dans ce cas de la forme

y(t) = (Cy 4 Cyt)e B1/24

et s’évanouissent lorsque ¢ tend vers l'infini sans osciller.

6.b (5) On fize maintenant A = 10 et B = 2. Déterminer toutes les solutions de R dans R de I’équation
différentielle homogéne du second ordre

10y"(t)+2y'(t) +y(t) =0, t € R.
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On applique ce qui précede et ’on trouve A = —36, donc

oL o ,_86_3
“10°Y T 20 10

Les solutions de I’équation sans second membre sont
y(t) = et/10(C cos(3t/10) + Cysin(3t/10)),

C1 et (5 étant des constantes arbitraires.

6.c (5) Déterminer l'unique solution de ’équation différentielle du second ordre
109" () + 29/ (t) + y(t) = cos(2t), t € R,

qui vérifie de plus les deuzx conditions initiales y(0) =0 et y'(0) = 1.
Si D désigne l'opérateur de dérivation, on a
[10D? + 2D + Id](e**) = (—40 + 4i + 1)e*™.
Une solution particuliere de I’équation (avec second membre cette fois) est donc
p2it

1
45 — 39) 1537

yo(t) = Re( (—39 cos(2t) + 4sin(2t)) .

La solution générale de 1’équation avec second membre est

4sin(2t) — 39 cos(2t)

y(t) = e V/10(Cy cos(3t/10) + Cosin(3t/10)) + 537

On doit ajuster les constantes C; C pour que

39
Cr = fp37 = ¥(0)=0

et

8

ce qui donne des valeurs numériques explicites pour les constantes Cy et Cs.
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Texte (en italiques) et corrigé détaillé (en roman)

PREMIERE PARTIE : COMPREHENSION DU COURS
Question I

On considére les deux applications suivantes :

f:zeR +— 23R
g :2€C — 22eC

a. L’application f (considérée comme une application de R dans R) est-elle injective ? surjective ¢
b. L’application g (considérée comme une application de C dans C) est-elle injective ? surjective ¢

Justifier soigneusement vos réponses.

Si z1 et xo sont deux nombres réels tels que xzf = x%, on a r; = xo puisque x% + x129 + x% > 0 si

I'un des deux nombres x; est non nul. La fonction f est donc injective (tout nombre réel a au plus un
antécédent). Comme y € R a pour antécédent sign (y) x |y|*/3, f est surjective.

Si Z est un nombre complexe non nul, I’équation 22 = Z admet trois racines distinctes ; donc g n’est pas
injective (un nombre complexe non nul a trois antécédents distincts). Comme Z = 0 a pour antécédent
0, tout nombre complexe a au moins un antécédent et g est donc surjective.

Série de questions I1

I1.a. Rappeler ce que signifie le fait qu’une fonction f définie dans Ja —e,a+ €[ (a ER et e >0) et a
valeurs réelles soit dérivable au point a ? Le fait que f soit continue au voisinage de a implique-t-il que
f soit dérivable en a ? On justifiera la réponse, qu’elle soit positive ou négative.

Dire qu'une fonction f définie dans Ja —e€, a+ €[ est dérivable en a équivaut a dire qu’il existe un nombre
1 := f'(a) tel que, pour tout h € R assez petit

fla+h) = f(a)+hf'(a) + he(h)

avec %inb €(h) = 0. On a en particulier lim f(x) = f(a). Une fonction dérivable en a est donc continue
N T—a

en ce point, mais I'inverse est faux : par exemple z — |x| est continue en tout point de R mais n’est
pas dérivable en 0 (il y a un nombre dérivé & gauche valant —1, un nombre dérivé & droite valant +1).
I1.b. Soit a € R tel que cosa # 0 et f une fonction définie au voisinage de a et dérivable au point a.
Calculer en fonction du nombre dérivé f'(a) la limite

On écrit
@) - @ _f@)-f@ | z-a

sinz —sina sinz —sina  sinz —sina

Comme f est dérivable en a, on a

i (LI _

Tr—a Tr—a
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Comme la fonction sin est dérivable sur R, de fonction dérivée cos, elle est dérivable en a, avec comme
nombre dérivé cosa et on a

lim

(sinx —sina
Tr—a

):cosa;é().

r—a

Par les regles sur les quotients de limites, on a donc

(JO=S@) _ iy 1 _ L@

lim .
cosa  cosa

r—a

Série de questions III

Si z = a+ib est un nombre complexe (a,b € R), on pose

exp(z) := e%(cosb +isinb) = e x .

Trouver tous les nombres complexes z solutions de l’équation

exp(z) = Ve,
ot e est le nombre réel défini par loge =1 (log désignant ici le logarithme népérien).

On cherche z sous la forme a + ib. Comme le module de e* est e?, ’égalité e* = (/e = e'/2 implique
e® = e'/2, donc a = 1/2 car exp : R —]0, +o00[ est injective. L’argument b est tel que e®® = 1, soit
b = 2km. Les solutions de 'équation e* = /e sont donc tous les nombres

1
5 F2ikm, ke,

DEUXIEME PARTIE : PARTIE APPLICATIVE

Exercice 1.

1.a. Enoncer le théoréme de la division euclidienne.

Si a et b sont deux entiers relatifs avec b > 0, il existe un unique couple d’entiers (¢, r) avec a = bg + r

et 0 < r < b. Le nombre ¢ est dit quotient dans la division euclidienne de a par b, tandis que r est

appelé reste dans cette méme division euclidienne.

1.b. Soient a,b deux entiers, tels que a > b > 0. On écrit la division euclidienne de a parb : a = bg+7.
a. Montrer que ¢ > 1.

b. En déduire que a > b+ r, puis que a > 2r.

Si g <0, on aurait a < 7, ce qui est impossible car a > b et r < b. Donc ¢ > 1. On a donc, puisque
b >0,
a>bg+r>b+1r>2r

puisque 7 < b.

1.c. On suppose toujours que a et b sont deux entiers tels que a > b > 0. Soit ro = r,r1,...,7 =0
la suite des restes obtenus lors du calcul de PGCD(a,b) par lalgorithme d’Euclide. On suppose pour
simplifier que n = 2k est pair; montrer (en utilisant le résultat établi en 1.b) que

a > 2rg > 227'2 > > 2k7"2k,2 > 2k+17“2k =0.
log a
log 2’
En divisant a par b, on trouve a = bg+ 19 et a > 2rg d’apres le 1.b. Si g = 0, on a les résultats voulus.
Si rg > 0, en divisant b par 7o, on trouve b = roq; + r1 avec b > 2ry, puis en divisant ro par r; (si

En déduire que k <

ot log désigne le logarithme néperien.
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r1 > 0, ce que 'on suppose puisque 1’on suppose que le dernier reste non nul correspond a un indice
impair), il vient 7o = r1qy + ro avec rg > 272, ce qui donne finalement

a > 2rg > 2(2ry) = 4ry.

Si ro = 0, on s’arréte et on a les résultats voulus. Sinon, on continue jusqu’a trouver r4. Finalement,
on a bien

a>2rg>4re >8ry > - > 2kT2(;€,1) > 2k+17"2k =0

si rop41 est le dernier reste non nul (donc le PGCD de a et b). Comme 75,1y > 1, on a a > 2k soit,
en prenant les logarithmes népériens,

klog2 < loga,

ce qui est 'inégalité voulue.
Exercice 2.

2.a. Soit j le nombre complexe e*™/3 ; montrer que

1+j+j*=0

Ce nombre est différent de 1 et solution de X? —1 = (X —1)(1+ X +X?)=0.Onadonc 1+;j+352 =0
(on pouvait aussi faire le calcul et vérifier ce résultat).

2.b. Quelles sont les valeurs possibles du reste r(k) lors de la division euclidienne d’un entier k € N
par 3 2 Calculer suivant les différentes valeurs possibles prises par r(k) les nombres j* et 1+ 5% + 52k,
Les valeurs possibles du reste sont 7(k) = 0,1,2. On a j* = giatr(k) = j7(¥) car j3 = 1. Le nombre
§% vaut 1 si r(k) = 0, 7 si r(k) = 1 et 52 si r(k) = 2. Le nombre 1 + j* + j2¥ vaut 3 si 7(k) = 0 et
0=1+j+j>=1+42+j'sir(k)=1our(k)=2.

2.c. Soit n = 3m un entier positif ou nul multiple de 3. Calculer en fonction de m les nombres (14 j)™,
L+ 2"+ (1 + )"+ (14 52"

On a
L+5)" = (=" ="
L+52" = (=" ="
23m+(1+j)3m+(1+j2)3m — 8m+2(_1)m

puisque 1 + j + j2 = 0 (voir le 2.a) et j2 = j6 = 1.
Exercice 3.

Ezxprimer la fonction
f it € R cos(t) sin?(t) + sin(t) cos(2t)

sous la forme d’une combinaison linéaire des fonctions

t — sin(kt), ke N*
ou

t +—— cos(mt), meN*.
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On a

f(t) = cost—cos®t+sint(l—2sin’t) = cost + sint — cos®t — 2sin’ ¢
_ cost+sint—COSBt—3COSt—2(38mt—Sin3t>
4 4 4 4
_cost sint cos3dt  sindt
T4 2 4 2

Exercice 4.

Soit T un nombre réel strictement positif. Déterminer (en fonction de T) l'unique fonction
yr - ]Oa +OO[’—> Ra

dérivable sur ]0,+oo] et solution du probléme de Cauchy :

1
@)+ 2@) =

yr(T) = 1

La solution générale de 1’équation homogene
2y (z) +2y(z) =0, z €]0, +00]

est solution de
y'(@)/y(z) = —2/z,
soit
log |y(z)| = —2log |z| + constante,
ce qui équivaut a
_C
y(I) - ? )

C désignant une constante arbitraire. La méthode de variation des constantes donne, pour la recherche
d’une solution particuliere du type z — C(z)/2?,

C'(x) x
T 22 :x2+171‘6]0,+00[,
soit "
c’ =
(@) =

qui s’integre en
C(z) =logVaz?2+1+ K,

ou K est une constante arbitraire. La solution générale de I’équation différentielle est donc

K logvx?+1
ya)= 5+ ——>5—,

2 x

ot K est une constante arbitraire. Pour avoir y(T") = 1, on doit choisir la constante K ainsi :

K=T?-logy/T?+1.
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Exercice 5.

5.a. Ezprimer en termes d’expressions usuelles, pour x €] — 1, +o0[, lintégrale

T g
Fz)= | —%
(z) /0 213t + 2

On remarque que
(243t +2)=(t+1)(t+2)

et que 'on peut par conséquent écrire

1 _a n b
24+3t+2 t+1 t+2’

ou a et b sont des constantes a déterminer. Par simple identification, on trouve

bt+1)+a(t+2)=1,

soit a = —b et 2a + b =1, ce qui nous donne a =1 et b = —1. On a donc, pour tout x > —1,
/m dt B /”J dt _/x dt
o 24+3t+2 Sy t+1  Jy t+2
2(x +1)
— 1) - 2) ~log2) = log [=—].
og(z +1) — (log( +2) —log2) =log | ==

5.b. La fonction x €] — 1, +oo[— F(z) est-elle dérivable sur ] —1,+oo[ ? Si oui, quelle est sa fonction
dérivée ?
La fonction F est, d’apres le cours, une primitive de la fonction continue

1

-1 _
x €] , +oo[— P P

Elle est donc dérivable sur | — 1, +o0[, de dérivée précisément cette fonction

1

rrxel—1 —_—.

fiwel -1 ool

5.c. Calculez les limites de la fonction F respectivement en —1 (a4 droite) et +o00. Montrer que F(] —

1,+00]) est un intervalle ouvert J de R (que l'on précisera) et que la fonction F : I — J admet une
fonction réciproqgue G : J — 1.

Comme 2+ 1)
T+
PP Gl )

(x) = log p— x €] +oo|
on a

zllrjl1+ F(z) = IEEnH log(x +1) = —oc0
et 141/

. . +1/x
 Jm Fz) = lm (1°g2 log 7+ Z/x) = log2.

Comme la fonction F a pour dérivée sur | — 1, +oo] la fonction strictement positive (sur cet intervalle)
f, la fonction F' est une application strictement croissante sur | — 1, +o00[. L’image de F est donc incluse
dans intervalle | — 0o, log 2] puisque F est croissante et que log 2 est la limite lorsque x tend vers +oo.
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Comme F' tend vers —oo lorsque x tend vers —1, F peut prendre des valeurs arbitrairement petites;
comme F' tend vers log 2 Irsque x tend vers +oo, F' peit prendre sur | —1, +00[ des valeurs arbitrairement
proches de log2. Comme de plus, F' est continue, le théoreme des valeurs intermédiaires nous permet
d’affirmer que toutes les valeurs entre —oco et log 2 (exclu) sont attteintes sur | — 1, +o0[. L’image par F
de I'intervalle | — 1, +00[ est donc Uintervalle J =] — 0o, log 2[ et F est bijective (injective car strictement
croissante, surjective comme on vient de le voir) de I dans J. La fonction F' admet donc une fonction
réciproque G : J — 1.

5.d. Calculer G(y) en fonction de y. Montrer que G est dérivable en tout point y de J et calculer G'(y)
pour y € J.

Pour trouver la fonction réciproque G, il suffit, étant donné y €] — oo, log 2[, de résoudre

[M] _ Az+1) _
T+ 2 T+ 2

= 2@+1)=(z+2)¢

2(e¥ — 1)
= r=——"—.
2 —eY
On a donc o _ 1
G(y) = e 2 1) Vy €] — oc0,log2[.

2 —eY
Soit on peut vérifier que G est dérivable (quotient de fonctions dérivables) et calculer G’(y) directement,
soit on peut appliquer le résultat du cours qui nous permet d’affirmer que G : J — I est dérivable
comme fonction inverse d’une fonction F' dont la dérivée f ne s’annule pas sur I et que

1
G'(y) = w7 = Gy)* +3G(y) + 2.
f(G(y)
Les deux calculs conduisent au méme résultat, a savoir :
by 2eY

Exercice 6.
Soit f : R — R la fonction définie par

0sit<0
0 = {exp(—l/t) sit>0

6.a. Montrer que f est continue sur R et en particulier en t = 0.

La fonction f est continue sur |0, +o00[ comme composée de la fonction continue ¢ €]0, +oo[— 1/t avec
la fonction continue u € R —— e~ “. Elle est continue sur | — 0o, 0[ car égale sur cet intervalle & la
fonction identiquement nulle. Reste le probleme en 0. On a

lime Yt =0
t—0
t>0

car 1/t tend vers +oo si t tend vers 0 par valeurs supérieures et que

lim e ™ =0.
u——+00

La fonction f (qui est identiquement nulle & gauche de 0 et admet en 0 la valeur 0 = f(0) comme limite
a droite) est bien continue aussi en ¢ = 0.
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6.b. Montrer que f est dérivable en t =0 et calculer f'(0). Déterminer la limite de f en +oo et tracer
sommairement le graphe de la fonction f sur R.

On a
o1/t
lim = lim we “=0
t—0 t Uu— 400
t>0

car l'exponentielle impose sa limite aux fonctions puissances. Comme f est identiquement nulle sur
] — 00,0[, on a donc
t
Jim L&)

t—0 ¢

=0
et la fonction f est donc dérivable en ¢ = 0 avec f/(0) = 0. On a

li t)=e"=1

Jim f(t) =e

et la fonction f est strictement croissante sur |0, +oo[. Voici donc sur la figure ci-dessous lallure du
graphe de f. On constate qu’au voisinage de 0, le graphe de f est tangent a ’axe des = et que la fonction
croit lentement ; en revanche la croissance « s’accélere tres vite vers 'asymptote horizontale y = 1.

0.8

0.6

0.2

0.2 ! ! ! ! ! ! ! ! !
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

0.1

0.05 |

~0.05 I I I I I I I I I
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

F1a. 3 — Tracé du graphe complet de f et des détails pres de lorigine

6.c. On rappelle qu’une fonction définie sur un intervalle ouvert I de R est indéfiniment dérivable sur
I si f est dérivable sur I, de fonction dérivée f' = V), avec f' dérivable sur I et de fonction dérivée
"= f@, " dérivable sur I et de fonction dérivée f® ..., f) dérivable sur I et de fonction dérivée
FOHD | ete,
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Apres avoir rappelé le principe du raisonnement par récurrence, montrer que la fonction f est indéfiniment
dérivable sur R et que, pour tout n € N*, la fonction dérivée a l'ordre n (notée f(")) est de la forme

0sit<O0
ARIGERE N

t2n

exp(—1/t)sit >0,

ou P, est une fonction polynémiale de degré exactement n — 1. Préciser la relation de récurrence
permettant d’exprimer le polynome P, 1 a partir du polynome P, lorsque n € N*.

Le principe de récurrence repose sur 'axiome de Peano et se formule ainsi : supposons que ’on veuille
montrer une propriété P(n) pour n € N* (ici par exemple que f est dérivable & lordre n sur R avec
une dérivée n-éme du type voulu); on commence par vérifier P(n) au cran initial (ici n = 1), puis on
démontre I'implication

P(n) = P(n+1)

pour n € N* arbitraire; il en résultera que P(n) sera vraie pour tout entier n > 1. Dans notre cas, f
est bien dérivable sur R a l'ordre 1 et l'on a

1 _
vt €]0, +oof, f(t) = z eV
et, pour tout t > 0, f/(t) = 0; la propriété P(1) est donc vraie. Supposons que P(n) soit vraie,
c’est-a-dire que f est dérivable a 'ordre n sur R et que

0sit<0
F™M@) =1 Pt

t2n

exp(—1/t)sit >0,

olt P, est une fonction polynémiale de degré exactement n — 1. La fonction f(™ est naturellement
dérivable (de dérivée identiquement nulle) sur | — oo, 0[ (car f(™) est la fonction nulle sur cet intervalle)
et dérivable sur ]0, +-00[ comme produit de fonctions dérivables ; sur |0, +00[, on a (en utilisant les régles
de dérivation d’un produit, d’'un quotient ou d’une application composée)

d

n PO =20t 1Pu(t) _yp  Pa(t) _ip
a[f( )(t)] = tin ¢ / $+2(n+1) ¢ /
tP!(t) — 2nP,(¢) P,(t) —1/t
- ( £2n+1 t2(n+1)) xe
_ t“%@—%WM—DRAﬂxeqﬁ
$2(n+1)

_ PnJrl(t) -1/t
= er ,

Poii(t) :=t2P/(t) — (2nt — 1) P, ().

Le polynéme P, est exactement de degré n car si
Pn(X) = aan_l + tee
avec a, # 0, alors

Poi1(X) =lan(n—1) = 2na,) X"+ -=—-(n+1a, X" + - -
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La dérivée de f(™ est donc de la forme requise dans la clause P(n 4 1) sur ] — oo, 0| et |0, +-00[. Comme
I’exponentielle impose sa limite aux fonctions puissances, on a

(") (¢ P,(t
limif ():hm{ ()efl/t}ZO
t—0 t t—0 t2n+1
t>0 t>0

et la fonction f(™) est aussi dérivable en t = 0, de nombre dérivé f(*+1)(0) = 0 en ce point. La fonction
™ est donc bien dérivable sur R et sa dérivée est de la forme

1) 0sit<0
) = § Paga(t) .
t2(jl+1) exp(—1/t)sit >0,
avec
Po1(X) :=t*P/(X) — (2nX — 1)P,(X)
et

degPpp1=n=(n+1)—1.

Toutes les affirmations contenues dans assertion P(n+ 1) sont bien démontrées et on vient de prouver
que P(n) implique P(n + 1) en précisant au passage comment le polyndéme P, se déduisait de P,.
On a répondu completement a la question.
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