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Premiere partie

Examen commun - Session 1






ANNEE 2004-2005 SESSION DE JANVIER 2005
GU : MISMI UE : MIS101
Date : 12/01/2005 Durée : 3h00

Documents non autorisés

Les deuz parties sont indépendantes et notées respectivement sur 6 points (sur 20) et 14 points (sur 20); les exercices
1 4 6 de la partie applicative (partie I1) sont totalement indépendants entre eux et peuvent étre traités dans un ordre

arbitraire. Les trois séries de questions de la partie I sont elles aussi totalement indépendantes entre elles.

PREMIERE PARTIE : COMPREHENSION DU COURS

Série de questions I

I.a. Soit f une application d’un ensemble E dans un ensemble F. Donner une définition des trois
notions suivantes :

— f injective

— f surjective

— f bijective.
L.b. L’application de R dans R qui & x associe x2 est-elle injective (comme application de R dans R) ?
Est-elle surjective (toujours comme application de R dans R)? (on justifiera chaque réponse, qu’elle
soit positive ou négative).
I.c. L’application de C dans C qui & z associe 22 est-elle injective (comme application de C dans C)?
Est-elle surjective (toujours comme application de C dans C)? (on justifiera chaque réponse, qu’elle
soit positive ou négative).

Série de questions II

Soit g un nombre réel et I un intervalle ouvert de R contenant zy. Soit f une fonction de I dans R
dérivable en xg.

II.a. Que signifie la derniére hypothese (f dérivable en x¢) ?

IL.b. Apres avoir rappelé ce que signifiait ’assertion “f est continue en xo”, montrer que cette assertion
est vraie.

Série de questions III

ITI.a. Rappeler le principe du raisonnement par récurrence.

ITI.b. Vérifier par récurrence sur ’entier n € N la formule

= D@2n+1
vnen, g2 = Mt )6(7” ).
k=0



DEUXIEME PARTIE : PARTIE APPLICATIVE

Exercice 1.

On considere 1’équation
22 —32+1=0 (%)

d’inconnue z € C.

1.a. Soient z, u et v des nombres complexes tels que © — v = z. Montrer que si u et v vérifient
ud —ovd=—1
uy = —1,

1.b. Montrer que I’équation en z du second degré

alors z est solution de (*).

224+241=0

a deux racines complexes distinctes z; et z5 que l'on calculera; expliciter ces deux racines sous forme
trigonométrique (z = re’’) et placer sur une figure représentant le plan complexe les deux points
d’affixes respectives z1 et zs.

1.c. Soit z = €?™/3 et y = e~ 2"/3, En résolvant les équations u® = x et v®> = —y, montrer que trois
solutions du systeme de la question 1.a sont données par
= 2T/ — _p—2im/9
= 8Ty — _p—8im/9
w= M/ —l4in/9
1.d. En déduire trois solutions réelles de ’équation (*).
Exercice 2.
2.a. Calculer la dérivée de la fonction de R dans R
€ R— S0
2.b. Déterminer la valeur des limites :
esin(2z) _ esSinz esin(2$) _ esSinz
lim — et lim
x—0 x r——400 x
Exercice 3.
Soif f une fonction numérique définie sur R tout entier par :
flz) = 0si < —57/2
f(x) = sinz+1si —6r/2<2<0
flx) = €e*siz>0

3.a. Etudier les limites aux bornes du domaine de définition .
3.b. Montrer que f est continue sur R.
3.c. Montrer que f est dérivable sur R.



3.d. Etudier la dérivabilité de f.
3.e. Tracer les graphes de f et f’ dans un méme repere.

Exercice 4.

4.a. Montrer que si n est un entier naturel supérieur ou égal a 2 et  un nombre réel, on a la formule :

/I dt B 1 T n 2n — 3 /z dt
o 14+t 2n—1) Q14221 2(n—-1) J, (1+2)n-1"

4.b. En utilisant la formule précédente avec n = 2, exprimer & partir des fonctions usuelles (vues en
cours) la primitive F' sur R de la fonction

qui vérifie F(0) = 0.

Exercice 5.

Soient 8 > 0 et w > 0 deux nombres réels. On considéere le probleme de Cauchy du second ordre
y'(t) + 28y (1) +w?y(t) =0 VteER,

avec les conditions initiales y(0) = 1, %’(0) = 0. En physique ¢ représente le temps, 5 le coefficient
d’amortissement et w la pulsation propre du systeme oscillant.

5.a. Donner lexpression de la solution t — y(t) en fonction du parametre
A=p%—u2.

5.b. Dessiner lallure de la solution ¢ — y(t) pour A > 0 et A < 0.

5.c. On considére maintenant A < 0. Calculer intervalle de temps [0,7] nécessaire & ce que
Pamplitude de l'oscillation (valeur de y(T')) soit égale & 1/2.

Exercice 6.

On considere le systeme

r — y + 2z - w = -1
2 4+ y - 2z - 2w = =2
- + 2y — 4z + w = 1
3z — 3w = a

ol a représente un nombre rationnel.
6.a. Résoudre le systeme pour a = —3.

6.b. Combien de solutions admet le systéme pour a =07



ANNEE 2004-2005 SESSION DE JANVIER 2005

GU : MISMI UE : MIS101

Date : 12/01/2005 Durée : 3h00
CORRIGE DE 'EPREUVE

Nota : Le texte des diverses questions du probleme est en italiques, le corrigé en roman.

PREMIERE PARTIE : COMPREHENSION DU COURS

Série de questions I

L.a. Soit f une application d’un ensemble E dans un ensemble F. Donner une définition des trois
notions suivantes :

— f injective

- f surjective

— f bijective.

— Une application f de E dans F' est injective si et seulement si
Vor € B, Vay € B, (f(v1) = f(a2)) = (01 = 22)

ou encore si et seulement si tout point de F' a au plus un antécédent wvia I’application f;
— une application f de E dans F est surjective si et seulement si

VyeF,3xeE, y=f(z)

ou encore si et seulement si tout point de F' a au moins un antécédent wvia 'application f ;
— une application f de E dans F est bijective si et seulement si elle est a la fois injective et surjective.

Lb. L’application de R dans R qui a x associe x2 est-elle injective (comme application de R dans R) ?
Est-elle surjective (toujours comme application de R dans R) ? (on justifiera chaque réponse, qu’elle
soit positive ou négative).

Comme 22 = (—2)? = 4 et que 2 # —2, 'application & — 2 n’est pas injective de R dans R. Comme —1

n’a pas d’antécédent (car 22 > 0 pour tout x € R), I'application x — 22 n’est pas non plus surjective
de R dans R.

L.c. L application de C dans C qui a z associe 2% est-elle injective (comme application de C dans C) ?
Est-elle surjective (toujours comme application de C dans C) ? (on justifiera chaque réponse, qu’elle
soit positive ou négative).

Comme 22 = (—2)? = 4 et que 2 # —2, 'application z — 22 n’est pas injective de C dans C. Comme

I’équation du second degré X? = w a au moins une racine complexe si w est un nombre complexe
quelconque (et méme exactement deux racines complexes distinctes si w # 0), Papplication z — 22 est
surjective comme application de C dans C.

Série de questions II

Soit xo un nombre réel et I un intervalle ouvert de R contenant xo. Soit f une fonction de I dans R
dérivable en xg.



II.a. Que signifie la derniére hypothese (f dérivable en xo) ¢

Cela signifie qu’il existe un nombre [(z() (dit nombre dérivé de f en xg) tel que, pour h voisin de 0
(h €] — 19, mo[ pour un certain 79 > 0)

f(@o+h) = f(xo) + U(zo)h + he(h)

ol € est une fonction définie dans | — 19, o[, nulle en h = 0 et continue en ce point.

IL.b. Aprés avoir rappelé ce que signifiait l’assertion “f est continue en xo”, montrer que cette assertion
est vraie.

Dire que f est continue en x signifie :
Yo >0, 39 >0, (b <n) = (|f(zo +h) = f(zo)| <v),
ou encore que lim f(z) = f(xo).

T—To

Si f est dérivable en xg, de nombre dérivé I(xg), on peut écrire, pour |h| < 1o,
|f (o +h) = fzo)| = [h[(|i(x0) + €(h)) < |A|(|1(zo)| + [e(R)]);
comme € est continue en h = 0 et nulle en ce point, il existe n; < 19 tel que
(Ihl <m) = (le(h)| < 1);
on a alors
v
[{(zo)] +1

ce qui montre bien la continuité de f en xg.

(In] <'inf(n, ) = (If (o + h) = f(xo)| <v),

Série de questions III

ITI.a. Rappeler le principe du raisonnement par récurrence.

Le raisonnement par récurrence est basé sur 'axiome de récurrence de Peano : si A est une partie de N
contenant 0 et telle que (a € A) = (S(a) € A) (ou S désigne la prise de successeur) soit vraie, alors
A=N.

Ce principe de récurrence permet d’affirmer que si une certaine propriété P(n) est vraie pour n = ng
et telle que ((P(n) vraie) = (P(n + 1) vraie)) soit une assertion vraie pour n > ng, alors P(n) est
vraie pour tout n > ng.

II1.b. Vérifier par récurrence sur Uentier n € N la formule

VneN, Zkzz n(n+1)6(2n+1)'
k=0

On note P(n) l'assertion :

12— nn+1)(2n+1) .

k=0 6

Clairement P(0) est vraie. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est alors vraie : on a

ni:lkz = En:k2+(n+1)2:n(n+l)6(2n+1)+(n+1)2
k=0 k=0
_ (n+ D[n(2n+1) +6(n+1)] _(n+ Dn+2)2n+1)+1)
6 6 ’



ce qui montre que P(n + 1) est vraie. Le principe de récurrence permet de conclure que P(n) est vraie
pour tout n € N.

DEUXIEME PARTIE : PARTIE APPLICATIVE

Exercice 1.

On considere 1’équation

22 —32+1=0 (%)

d’inconnue z € C.

l.a. Soient z, u et v des nombres complexes tels que u — v = z. Montrer que si u et v vérifient
uP—v3=-1
uww = —1,

alors z est solution de (*).

On a, par la formule du binéme
23 = (u—v)®=u®—0v® = 3u?v+3uww? = -1+ 3w —u)=—-1-3wv—u)=—1+3z,

d’ott la relation (x) 2% — 3z + 1 = 0 satisfaite par 2.

1.b. Montrer que I’équation en z du second degré
2 —
ZZ+2+1=0

a deux racines complexes distinctes z1 et zo que l'on calculera; expliciter ces deux racines sous forme
trigonométrique (z = re'®) et placer sur une figure représentant le plan complexe les deuz points d’affives
respectives z1 et zs.

Le discriminant du trinéme X2+ X +1 vaut A = 1 —4 = —3 et ce trindéme admet donc les deux racines
complexes

exp(+—-)

—1+iy/]A]  —1+iV3 2im
z = = =
2 2 3

car cos(2m/3) = —1/2 et cos(27/3) = v/3/2. On aurait pu aussi remarquer que

(X -D(X?+X+1)=X>~1

et donc que les deux racines du trinome X2 4+ X + 1 sont des racines 3-emes de I'unité différentes de
z = 1; ce sont donc les deux nombres complexes s’écrivant sous forme trigonométrique z; = e2i7/3
et zo = e¥7/3 = ¢72"/3 Ces deux points se représentent dans le plan complexe suivant la figure 1
ci-dessous.



F1G. 1 — Position de z; et 2o dans le plan complexe

1.c. Soit & = e2™/3 et y = e=27/3. En résolvant les équations u° = x et v® = —y, montrer que trois
solutions du systéme de la question 1.a sont données par
w= 2Oy = _e=2im/9
w=eSm/9 y = _e8im/9
w= MOy = 1in/9,
Les solutions de u® = z sont les trois nombres
u =352 01,2,
Ce sont les trois nombres u = e27/9 4 = 87/9 et u = €'*"/9, Dire que v est solution de v® = —y
équivaut a dire que —v est solution de v® = y (car (—1)® = —1). Les solutions de v3 = —y sont les trois
nombres o
v=—es("F M) —01,2;
ce sont donc les trois nombres v = —e2 /9y = —e8T/9 ot y = ¢~ 14T/9,
On vérifie dans chacun des cas que u® —v3 =z +y = —1 (car z ey y sont racines de X2 + X +1 = 0)
et que uv = —1 car v = —u. Chacun des trois couples (u,v) proposé est donc solution du systéeme du
1l.a; c’est ce que 'on demandait.
1.d. En déduire trois solutions réelles de ’équation (*).
Comme v = —u pour chacun des couples proposés au 1.c, le nombre u — v = u +u = 2Rew est dans

chaque cas un nombre réel. Les trois nombres ainsi obtenus sont 2 cos(27/9), 2 cos(87/9) et 2 cos(147/9).
Ce sont trois racines réelles de I'équation (*) (du fait du résultat établi au 1.a).



Exercice 2.

2.a. Calculer la dérivée de la fonction de R dans R

sin

reR+—— ¢

Par la regle de dérivation des fonctions composées, cette dérivée vaut

T — cosx ™"

puisque la dérivée de la fonction sin est la fonction cos et que la fonction exponentielle s’auto-dérive en
elle-méme.

2.b. Déterminer la valeur des limites :

) esin(2:p) _ esSinz ) esin(Qw) _ esinz
lim —M—— et lim ———
x—0 x T—400 X
On a
6sin(23:) _ esin;c esin(Qx) -1 esin(z) -1
X x X
esin(2a:) -1 esin(x) -1
2z x '
or -
o esinh_q
lim = cos0e® =1
h—0

d’apres 2.a; donc
6sin(2:v) _ esSinz

lim ——— =2-1=1.
x—0 x

Pour tout z € R, on a
|€sin(2m) _ esinz| < e\sin(2:c)| + 6|Sinz| < 6’1 + e1 — %

)

donc, pour tout x > 0,

esin(Qm) _ eSinz
< 2e/x,
x
d’ou 'on déduit n(20) '
. eSIH xr) __ eSlle
lm — =0
r——+00 xT

Exercice 3.

Soif f une fonction numérique définie sur R tout entier par :

f(x) = 0si z<—57/2
f(x) = sinz+1si —5r/2<2<0
flz) = €si x>0

3.a. Etudier les limites aux bornes du domaine de définition .

10



La fonction f tend vers 0 lorsque x tend vers —oo et vers +oo lorsque z tend vers +oo.

3.b. Montrer que f est continue sur R.

La limite & gauche de f en —57/2 vaut 0 = f(—57/2) (car f est constante et nulle sur | — oo, —=57/2]) ;
la limite & droite de f en —57/2 vaut sin(—57/2)+1 = —-1+1=0 = f(—57/2) car la fonction sin
est continue sur R; la fonction f est donc continue en x = —57/2. La limite & gauche de f en 0 vaut
sin0+1 =1 = f(0) tandis que la limite & droite de f en 0 vaut limgy e® = e = 1 = f(0); la fonction f
est donc continue en 2z = 0. Comme elle est clairement continue en tous les points différents de —5m/2
et 0 car sin+1 et exp sont des fonctions continues sur R, f est continue sur R.

3.c. Montrer que f est dérivable sur R.

Les seuls points litigieux sont x = —57/2 et * = 0; en x = —57/2, f admet 0 comme nombre dérivé
a gauche et cos(—57/2) = 0 comme nombre dérivé & droite; ces deux nombres dérivés étant égaux, f
est dérivable en —57/2. En z = 0, f admet cos0 = 1 comme nombre dérivé a gauche et exp(0) = 1
comme nombre dérivé a droite ; ces deux nombres dérivés étant encore égaux, f est dérivable en x = 0.
La fonction f est donc dérivable sur R tout entier.

3.d. Etudier la dérivabilité de f’.

La fonction f’ est dérivable sur R privé des points —57/2 et 0. La dérivée & gauche de f’ en —57/2
vaut 0 tandis que la dérivée a droite vaut

lim (—sinz)=1;
z——5m /2%

la fonction f’ n’est donc pas dérivable en © = —57/2. La dérivée & gauche de f’' en z = 0 vaut

lim (—sinz) =0

z—0~

tandis que la dérivée & droite de f’ en ce point vaut

lim (exp(x)) =1;

z—0~

la fonction f’ n’est donc pas non plus dérivable en x = 0.
3.e. Tracer les graphes de f et f' dans un méme repére.
Voici les graphes de f (en plein) et de f’ (en tirets) sur l'intervalle [—10, 2].

11



FIG. 2 — Les graphes de f et f’

Exercice 4.

4.a. Montrer que si n est un entier naturel supérieur ou égal a 2 et x un nombre réel, on a la formule :

/x dt _ 1 T n 2n —3 /m dt
o A+ 2n—1) T +a 1 3n=1) Jy A+

On écrit
1 14+¢2

A+ (It

On peut calculer par parties

/I t2dt 7 1 /Iti< 1 )dt
o M+ 2(n—1) Jy dt\(142)n1

1 ¢ ’
20— 1) | (L1

T dt [T+ ?) — P dt
/0(1+t2)” B /0 (1+¢2)n
T dt 1
= /0 G121 T2m_1
1 @ dt
_z(n—1)/0 (1+2)n—1

1
2(n—1)

n 1 /I dt
2(n—1) J, @+e2)n1°

On a donc

¢ r
2\n—1
(1+1¢2) o

t N 2n—3 /I dt
(14¢2)n-1 o 2(n—1) Jo (1421’

12



ce qui est la formule voulue.

4.b. En utilisant la formule précédente avec n = 2, exprimer d partir des fonctions usuelles (vues en
cours) la primitive F' sur R de la fonction

1
:teR —_—
f eR (1+¢2)2
qui vérifie F(0) = 0.
La primitive F' de f valant 0 en 0 est la fonction
oo dt 1 T 1 [* dt
F . = = — — P
v Fo) /0 I+ &) 2(1+x2)+2/0 1+
_ = + 1Arctanw
o2 (1+a2) 2 '

Exercice 5.

Soient >0 et w > 0 deux nombres réels. On considére le probleme de Cauchy du second ordre
y'(t) + 28y (1) +w’y(t) =0 VteR,

avec les conditions initiales y(0) = 1, y'(0) = 0. En physique t représente le temps, (3 le coefficient
d’amortissement et w la pulsation propre du systéme oscillant.

5.a. Donner Uexpression de la solution t — y(t) en fonction du paramétre

A=p%—u2.

Le polynéme caractéristique de ’équation est
X2 428X + u?

et son discriminant réduit est A = 3% — w?2. On distingue trois cas.
— si A > 0, la solution générale de I’équation différentielle homogene du second ordre 3" + 26y’ +
w?y =0 est
y(t) = 7 eV 4 pe VA ;

pour que cette solution soit solution du probleme de Cauchy posé, il faut que A et p vérifient le
systeme

Adp =
(VA=BA—(VA+B)u = 0,

soit

A=1-— (B+VA);

1
SREV/N
— si A =0, la solution générale de I’équation différentielle homogene second ordre y” +23y’ +w?y = 0

est

y(t) = e (A + pt)) ;

pour que cette solution soit solution du probleme de Cauchy posé, il faut que A=1et u=g3;

13



~ Si A < 0, la solution générale de I’équation différentielle homogene second ordre y"’ + By’ +w?y = 0
est

y(t) = re Pt cos(\/jt +¢),

our > 0et o €] —x/2,7/2] sont des parametres réels; on doit avoir rcosp = 1 et Gcosp =
—+v/—Asin g, ce qui donne

p
V=A

@ = —Arctan

et =1/ cosg; comme
1
cos? p

tan® ¢ = -1

)

on a

1 V=A

cosp = =

-2 /P -A

la solution du probléme de Cauchy dans le cas A < 0 est donc

y(t) = \ﬁ/g_;AAe_ﬁt cos (\/jt - Arctan(ﬁ/ﬁ)) (%)

5.b. Dessiner Uallure de la solution t — y(t) pour A >0 et A < 0.

Voici 'allure de la courbe pour A > 0 avec un choix de § = 3 et A = 1; on constate que le phénomene
évolue asymptotiquement et de maniere monotone vers la valeurs y = 0 si ¢ tend vers 400 ; au contraire,
il y a “explosion” vers —oo lorsque ¢ tend vers —oo.

15 L L L L L L I I I
-0.5 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Fic.3 - Lecas A >0

Voici l'allure de la courbe pour A < 0 avec un choix de 0 =1 et A = —4; on constate les oscillations
amorties (vers y = 0 lorsque ¢ tend vers +00) ou amplifiées (lorsque ¢ tend vers —oo).

14



1k 4

-15 L L L L L L L I I I
-0.5 0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 45 5

Fic. 4 -Lecas A <0

5.c. On considére maintenant A < 0. Calculer Uintervalle de temps [0, T] nécessaire a ce que 'amplitude
de Voscillation (valeur de y(T)) soit égale & 1/2.

Vu la forme (**) de la solution, le temps T nécessaire & ce que "amplitude de Poscillation y(¢) au temps
t, soit

soit

Exercice 6.

On considere le systeme

r — y + 2z — w = -1
2 4+ y - 2z - 2w = =2
- + 2y - 4z + w = 1
3z - 3w = a
ol a représente un nombre rationnel.
6.a. Résoudre le systeme pour a = —3.

En changeant 'ordre des inconnues, le systeme devient

-y 42z —w H+xr = -1

Yy  —2z 2w +2x = =2
2y -4z +w —z = 1
3w +3r = a

15



En utilisant la méthode du pivot de Gauss (Ly «— Lo + Ly, Ly < L3 + 2L1), le systéme est équivalent
au systeme

-y +2z —w 4z = -1
3w +3r = -3
-w +zr = -1
—3w +3z a
Ce dernier systeme équivaut a
-y +2z —w 4z = -1
-w +r = -1
0 = a+3
Si a = —3, les solutions du systéme (dans R*) sont constituées de I’ensemble des quadruplets de

nombres (z,y, z,w) tels que w =z + 1 et y = 2z; il y a deux degrés de liberté (matérialisés par y et 2)
et ’ensemble de ces solutions est un plan vectoriel de R%.

6.b. Combien de solutions admet le systéme pour a =0 ?

Comme dans ce cas la relation 0 = a + 3 est impossible car 0 # 3, le systéme n’a aucune solution dans
R%.

16



Deuxieme partie

Examen commun - Session 2
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ANNEE 2004-2005 SESSION DE JUIN 2005
GU : MISMI UE : MIS101
Date : 17/06/2005 Durée : 3h00

Documents non autorisés

Les deuz parties sont indépendantes et notées respectivement sur 8 points (sur 20) et 12 points (sur 20); les exercices
1 & 5 de la partie applicative (partie I1) sont totalement indépendants entre eux et peuvent étre traités dans un ordre

arbitraire. Les exercices de chacune des deux parties sont euzr aussi totalement indépendants entre euz.

I. PREMIERE PARTIE : COMPREHENSION DU COURS

Exercice 1.1

1. Rappeller la formule du bindéme pour calculer (X + Y)™ avec n > 1.

n

2. Décrire la méthode permettant de calculer les coefficients du binéme (j

0,...,n a laide du triangle de Pascal.

) pour les valeurs de j =

3. Ecrire la formule complete pour
(X +Y)5.
Exercice 1.2

On note T'(n) = n(n +1)/2 pour n > 1 entier.

1. Montrer que T'(n) est un entier (et non pas un rationnel avec dénominateur # 1) pour tout entier
n > 1.

2. Montrer par récurrence que

nn+1)(n+2)

T(1)+ -+ T(n) = .

pour tout n > 1.

Exercice 1.3

Justifier 'existence de la dérivée de la fonction définie pour z réel par

f(z) = sin(e”).
et calculer cette dérivée.

Exercice 1.4

Soit f la fonction définie sur R par les conditions suivantes :

f(x):{em +x sixzx <0

cos(x) +sin(x) siz>0.

1. Calculer (en justifiant soigneusement votre calcul) les limites suivantes :

111110 fa), lim f(z).

x—0

z<0 x>0

Expliquer pourquoi le résultat implique que f est continue en 0.
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2. Calculer (en justifiant soigneusement votre calcul) les limites suivantes :

lim 7f(x) — 1, lim 7]”(3:) — 1.
—0 x -0 X
<0 z>0

Expliquer pourquoi le résultat implique que f est dérivable en 0. Quelle est la valeur de f'(0)?

3. Expliquer pourquoi f est dérivable sur | — 0o, 0[ et sur |0, +oo[. Calculer f/(z) sur ces deux intervalles
et montrer que f’ est une fonction continue sur R entier & I’aide de la question précédente.

4. Calculer (en justifiant soigneusement votre calcul) les limites suivantes :

! —1 ! -1
fim I =L @=L
z—0 x -0 X
<0 z>0

Expliquer pourquoi le résultat implique que f’ n’est pas dérivable en 0.

II. DEUXIEME PARTIE : PARTIE APPLICATIVE

Exercice I1.1

1. Soit z # 0 un nombre complexe non nul. Expliciter z/Z en coordonnées polaires (sous la forme re®)
et en coordonnées rectangulaires (sous la forme a + ib) en fonction des coordonnées de z.

2. Montrer que 'application f de C* = C\ {0} dans C définie par

fi2zeC"+—

ISR

a pour image le cercle unité
S={weC||u|=1},
c’est-a-dire que f(C*) = S.
3. Montrer que f n’est pas une application injective. Calculer ’ensemble des antécédents par f de 1 € S
et dei € S.
4. Calculer les antécédents par f de (3 4 4i)/5.

Exercice I1.2

1. Résoudre le systeme
6r —y+2z=2
2r—y+2z=3
3x+y—3z=—1.

2. Résoudre le systeme
—xr+2y+z=2
—12x + 21y + 102 =3
—5x + 9y + 4z = —1.
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Exercice I1.3

1. Soit  —— f(x) la fonction définie sur [e, +o00[ par

ou In désigne le logarithme néperien. Donner l'expression de la primitive F de f telle que F'(e) = 0.

2. Montrer par intégration par parties que pour z > e on a la relation

T roodt
F(z)= —— — _ar
@ =5 o

3. Pour = > €2, montrer que

vE
L mapsvi-e

4. Pour x > €2, montrer que

/‘” dt < 4(z — /1)
vz (In@®)? = (In(z))?
en majorant 1/(In(t))? pour t > /.

5. A l'aide des trois questions précédentes, montrer que

lim F(z)In(z)

r——+0o0 xT

=1

Exercice 11.4

1. Calculer les primitives de la fonction réelle x € R — f(x) = e* cos(z).
[On pourra faire deux intégrations par parties successives]

2. Résoudre I'équation différentielle du premier ordre
' + tan(z)y = ¢* (cos(x))?,
ou la fonction inconnue y est définie sur | — 7/2,7/2][.

Exercice I1.5

1. Trouver toutes les solutions définies sur R de ’équation différentielle du second ordre
y" — 2y + 5y = 0.

2. Résoudre I’équation précédente avec les conditions initiales

3. Résoudre I'équation précédente avec les conditions aux limites

y(0) =1, y(x/4)=1.

4. Montrer qu’il n’existe pas de solution avec les conditions aux limites
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ANNEE 2004-2005 SESSION DE JUIN 2005

GU : MISMI UE : MIS101

Date : 17/06/2005 Durée : 3h00
CORRIGE DE L’EPREUVE

Nota : Le texte des diverses questions du probleme est en italiques, le corrigé en roman.

I. PREMIERE PARTIE : COMPREHENSION DU COURS

Exercice 1.1
1. Rappeler la formule du binéme pour calculer (X +Y)™ avec n > 1.

On a

(X +Y)" = go (") Xiyni,

F J

désigne le coefficient binomial d’indices n, k.

ou

2. Décrire la méthode permettant de calculer les coefficients du binéme (?) pour les valeurs de j =
0,...,n a l'aide du triangle de Pascal.

La relation inductive sur laquelle est basée le calcul des coefficients binomiaux wvia le triangle de Pascal

est
n n—1 n—1
L] = . +1 . ,Vne N,Vj €{0,....,n},
(J) < J ) (J—l) A !

avec les conventions (I‘l) = ( il) = 0 pour tout entier n > 0 et la condition initiale (8) =1.

3.) Ecrire la formule compleéte pour
(X +Y)S5.

On a

(X +Y)0 = X6+ 6X5Y + 15X*Y2 +20X3Y3 + 15X2Y* + 6XY° + Y6
en calculant les coefficients binémiaux (?) via le triangle de Pascal.
Exercice 1.2

On note T(n) =n(n+1)/2 pour n > 1 entier.

1. Montrer que T(n) est un entier (et non pas un rationnel avec dénominateur # 1) pour tout entier
n>1.

Etant donnés deux nombres entiers consécutifs (n et n + 1), I'un des deux est toujours pair, ce qui
implique que leur produit soit divisible par 2; le nombre n(n+1)/2 est donc un entier pour tout n > 0.
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2. Montrer par récurrence que

1 2
T(1)+...+T(n):%
pour tout n > 1.

La formule proposée est vraie pour n = 1 (les deux membres valent 1). Supposons qu’elle soit vraie au
cran n et prouvons la au cran n 4+ 1. On a

T(1)+--+T(n+1)

[T(1) ++T(m)] + T +1)
n(n+1)(n+2) N (n+1)(n+2)

6 2
(n+1)(n+2) n (n+1)(n+2)(n+3)
- (G- 6 ’

ce qui correspond bien a la formule voulue au cran n+ 1. La formule est ainsi démontrée par récurrence
pour tout entier n > 1.

Exercice 1.3

Justifier existence de la dérivée de la fonction définie pour x réel par
f(x) = sin(e”).

et calculer cette dérivée.

La fonction f est la composée de la fonction exponentielle (définie est dérivable sur tout R) et de la
fonction sin (définie et dérivable sur tout R). Comme la composée g o f de deux fonctions définies et
dérivables sur R est dérivable de dérivée (¢’ o f) x f’ (regle de Leibniz), que exp’ = exp et sin’ = cos,
f est dérivable sur R et

Vz e R, f'(z)=e"cos(e”).

Exercice 1.4

Soit f la fonction définie sur R par les conditions suivantes :

f(x):{e_zz—ka: stz <0

cos(x) +sin(x)  six > 0.

1. Calculer (en justifiant soigneusement votre calcul) les limites suivantes :

lim f(z), lim f(z).

z—0 z—0

<0 x>0

Ezxpliquer pourquoi le résultat implique que f est continue en 0.

Comme la fonction g : z € R +—— e~ + z est continue en tout point de R, donc en particulier en
z=0,o0na
lim f(z) = lim g(x) = g(0) =1.

z—0 z—0

z<0 <0

De méme, comme la fonction h : x € R —— cosx + sinzx est continue en tout point de R, donc en

particulier en x =0, on a
lim f(z) = lim h(z) = h(0) = 1.
z—0 z—0

x>0 x>0
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Comme ces deux limites sont égales (& 1), on a

lim f(x) =1;

x—0

comme de plus 1 = f(0), la fonction f est bien continue en z = 0.

2. Calculer (en justifiant soigneusement votre calcul) les limites suivantes :

-1 -1
i A@ =L @
z—0 €T x—0 €T
<0 z>0
Ezpliquer pourquoi le résultat implique que f est dérivable en 0. Quelle est la valeur de f'(0) ?

x

Comme la fonction g est dérivable sur R (puisque & —— e~ * Test comme composée de fonctions

dérivables et & — x aussi) de dérivée x — —2ze%" +1 d’apres la regle de Leibniz, on a

o J@ =1 g(a) —g(0)

£—0 T z—0
<0 <0

=4'(0) = 1.

Comme la fonction h est dérivable sur R (puisque  —— cosz et  —— sinz le sont) de dérivée
r —— —sinx 4 cosx d’apres la regle de Leibniz, on a

po F@) =1 h(a) = h(0)

x—0 X x—0 X
x>0 x>0

=1'(0)=1.

Comme ces deux limites sont égales (a 1), on a

z)—1
TG e
x—0 xX
comme de plus f(0) = 1, ceci signifie que f est dérivable en x = 0, de nombre dérivé f/(0) égal a 1.
3. Ezpliquer pourquoi f est dérivable sur|—o0,0[ et sur |0, +oo[. Calculer f'(x) sur ces deuz intervalles
et montrer que [’ est une fonction continue sur R entier ¢ [’aide de la question précédente.

On a vu a la question précédente que les fonctions g et h sont dérivables sur R. Comme f = g sur
] — 00, 0], f est dérivable sur cet intervalle, de dérivée © — f/(z) = —2ze%" 4+ 1 sur ] — 00, 0[. Comme
f = hsur 0, +o0[, f est dérivable sur cet intervalle, de dérivée z — f’(x) = —sinx+cos x sur |0, +o0].
Les limites de x — f/(z) & gauche et a droite en x = 0 sont égales (compte-tenu des expressions de
/") & 1. Comme 1 = f/(0) d’aprés la question 2, f’ est bien continue aussi en z = 0 (elle I’est bien siir
en tout autre point compte-tenu des expressions explicites sur | — oo, 0[ et ]0, +00]).

4. Calculer (en justifiant soigneusement votre calcul) les limites suivantes :

! -1 ! -1
i L@ =L, @1
z—0 xX z—0 X

<0 x>0

Expliquer pourquoi le résultat implique que [’ n’est pas dérivable en 0.

La fonction ¢’ (qui vérifie g’(0) = 1) est dérivable sur R, de dérivée (de par les regles de calcul de la
dérivée d’une somme, d’une composée et d’un produit)

z— g (x) = -2 + 422"

On a donc ¢”(0) = —2, ce qui implique

! ~1 / o
i f @ =1 (@) —g(0) _ §"(0) = —2
z—0 X —0
<0 <0
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La fonction b’ (qui vérifie h’'(0) = 1) est dérivable sur R, de dérivée (de par les régles de calcul de la
dérivée d’une somme)

x+— h"(z) = —cosx —sinz.
On a donc A" (0) = —1, donc
/ . ’ Y,
lim L& =1 K@ Z WO gy = .
z0 X z—0
x>0 x>0

Comme les deux limites trouvées sont distinctes

f'(x) = 1'(0)

T

T —
n’a pas de limite en z = 0, ce qui implique que f’ n’est pas dérivable en ce point.

II. DEUXIEME PARTIE : PARTIE APPLICATIVE

Exercice 11.1

1. Soit z # 0 un nombre complexe non nul. Expliciter z/% en coordonnées polaires (sous la forme re®)
et en coordonnées rectangulaires (sous la forme a + ib) en fonction des coordonnées de z.

On a z/z =re?/(re7") = €2, On a aussi

a+ib  (a+ib)*  a® —b* + 2iab
a—ib  aZ+b2 a? 4+ b2

ISTHIRN

2. Montrer que Uapplication f de C* = C\ {0} dans C définie par

z
f i2zeCr+— =
z

a pour image le cercle unité
S={weC| |w =1},
c’est-a-dire que f(C*) =S.
Si e, u € R, est un point quelconque du cercle unité, on voit (d’apres la question 1) que e = f(z),

ol
z =exp(iu/2) € C*.

Ceci montre que f(C*) = S.

3. Montrer que f n’est pas une application injective. Calculer I’ensemble des antécédents par f del1 € S
et dei € S.

Pour 6 fixé et r > 0 arbitraire, on a f(re??) = €2¥, expression indépendante de 7. Le point ¢?? a donc
pour antécédents tous les nombres complexes re*? avec r > 0. L’application f n’est donc pas injective.
Les antécédents de 1 sont les nombres complexes re?? avec 2i = 2ikm pour k € Z, soit § = kx; ce
sont les points de I’axe réel privé de z = 0. Les antécédents de i sont les nombres complexes re’? avec
2i0 = in/2 + 2ikw pour k € Z, soit § = w/4 + km; ce sont les points de la droite y = x privée de
l'origine.

4. Calculer les antécédents par f de (3 + 4i)/5.

Silon pose z =2+1i (a =2, b=1), on a d’apres la question 1, z/z = 1(3 + 4i). Le nombre complexe
2 + ¢ est bien un antécédent voulu. Les autres antécédents sont les points de la forme ¢(2 + ) avec

210
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t € R*, puisque si z est un tel antécédent, on a f(z/(2 +1i)) = 1; on applique alors le résultat de la
question 3 ou est décrit ’ensemble des antécédents du nombre complexe 1.

Exercice I1.2

1. Résoudre le systeme
6r—y+2=2
20 —y+2z=3
3z +y—3z=—1

En formant la différence entre les lignes (2) et (1), on obtient la ligne
z—4x =1.

Le systeme équivaut donc a
—Adr+z=1
2r —y+2z=3
3x+y—3z=-—1.

En formant maintenant dans ce nouveau systéme la différence entre les nouvelles lignes (2)" et 2 x (1),
on voit que le systéme équivaut au systeme

—dr+z=1
10z —y=1
3z +y—3z=—1.

"

On remplace enfin la ligne (3)” = (3) de ce nouveau systéme par (3)” + (2)” + 3 x (1)
donne le systeme équivalent

, ce qui nous

—dr+z=1
10z —y=1
r=3.
La solution est donc x = 3, y = 29, z = 13. C’est 'unique solution du systeme.
2. Résoudre le systéme
—r+2y+z2=2
—122 4+ 21y + 102 =3
-5z + 9y + 4z = —1.

On remplace la ligne (3) par la ligne (3) — 5 x (1) ; le systéme proposé équivaut donc au systéme

—r+2y+z2=2
—12x+21y+ 102 =3
—y—z=—11.

On remplace la ligne (2) par la ligne (2) — 12 x (1) pour obtenir le systéme équivalent

—xr+2y+z=2
—3Jy —2z=-21
—y—z=—11.
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On remplace enfin la nouvelle ligne (2)" par la ligne 2 x (3') — (2’), ce qui donne le systéme équivalent

—x+2y+z2=2
y=-1
—y —z=—11.
Ce systeme équivaut au systeme
x =38
y=-1
z=12
et on trouve ici encore une unique solution (z =8, y = —1, z = 12).

Exercice I1.3
1. Soit & — f(x) la fonction définie sur [e, +oo| par

1
~In(z)’

/()

ot In désigne le logarithme néperien. Donner Uexpression de la primitive F' de f telle que F(e) = 0.

F(a:):/: L

Int

On a, pour tout z € [e, +00],

2. Montrer par intégration par parties que pour x > e on a la relation

T Toodt
F@:m‘”/e @)

On a, par une intégration par parties :

F(z)

I
ﬁ
E‘)—‘

dt:/ i><1dt
. Int

= [ [ G
T 1 1

3. Pour x > €2, montrer que

Ve
| wapsve-e

Pour t > e, on alnt > 1, donc 1/(Int)? < 1. Du fait de la monotonie de la prise d’intégrale, on a donc

/eﬁ(lnc(l;))QS/eﬁdt:\/E—e.
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4. Pour x > €2, montrer que

/"” dt < 4(x — /)
vz (In(2))? = (In(z))?

en magorant 1/(In(t))? pour t > \/z.

Pour t > \/z, on a Int > In/z = (Inx)/2 (la fonction logarithme néperien est croissante sur ]0, +ool),
donc 1/(Int)? < 4/(Inz)?. Du fait de la monotonie de la prise d’intégrale, on a donc

t g 47 Az VO
/ﬁ @) = (nz)? /ﬁdt_ mz)?

5. A Uaide des trois questions précédentes, montrer que

F(x)In(x)

lim =1.
r——+00 xT
On a
F(z)lnz Inz  Inzx /:” dt
il ke Il Wicnshad o
x x z J. (In(t))?

d’apres la formule établie dans la question 2. D’autre part

. Inx
lim — =0
r—4oco I

car les fonctions puissances imposent leur limite & la fonction logarithme en 4oo. Enfin, d’apres les
estimations établies aux questions 3 et 4,

Inz [* dt Inz, V% dt T dt
7/e m@)E = 7(/6 <1n<t>>2+/ﬁ <1n<t>>2)

Inz Inz  4(x — x)
< = _ T\ VY
-z (Vo —e)+ z (Inz)?
< bz, 4
- VYV Inz

(on majore par 0 les termes négatifs dans les membres de droite des inégalités). Comme

. (1nx n 4 ) 0
m (—4+—) =
z—+oo \y/r Inz ’

on a bien
lim F(z)lnx

r——400 €T

=1

comme voulu.
Exercice I1.4
1. Calculer les primitives de la fonction réelle x € R — f(x) = e® cos(z).

[On pourra faire deux intégrations par parties successives]
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On a (au prix de deux intégrations par parties successives) :

x

x
/etcostdt = [etcost]i—f—/ el sintdt
a

a

x
= eIcosm—e“cosa—i—({etsint]ﬁ—/ etcostdt>
a

T
= ¢%(cosz + sinx) + constante + / el costdt.
a

On a donc

r e*(cosx + sinx constante
/ el costdt = ( ) +
; 2 2
Les primitives de x — e” cosz sur R son donc les fonctions

. .
o € (cosa:;—smx) e

ou C est une constante réelle arbitraire.

2. Résoudre ’équation différentielle du premier ordre

y + tan(z)y = e*(cos(x))?,

ot la fonction inconnue y est définie sur | —w/2,7/2].
La solution générale de I’équation homogene ¢’ + tan(z)y = 0 sur | — 7/2, 7/2[ s’obtient en intégrant

/

Y sin x

Y cosx’
soit

y=Ccoszx,

avec C' € R. La méthode de variation de la constante nous autorise a chercher les solutions de ’équation
y' + tan(z)y = e*(cos x)? proposée sous la forme

En reportant, il vient
C'(x)cosx = e*(cosx)?,

soit
C'(x) = e"cosx

car cosx # 0 sur | — /2, 7/2[. On a done, d’apreés la question 1,

e?(cos T + sinx)

C(z) = 5

+C

avec C' constante arbitraire. La solution générale de 1’équation proposée est donc

o) = cosx(C’Jr e (cos:c;r smx))

ou C' désigne une constante réelle arbitraire.
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Exercice I1.5

1. Trouver toutes les solutions définies sur R de l’équation différentielle du second ordre

Yy’ — 2y +5y=0.

L’équation caractéristique
X?-2X+5=0

a deux racines X = 1 £ 24 car le discriminant réduit vaut —4. La solution générale de 1’équation est
y(t) = ' (Cy cos(2t) + Co sin(2t))

avec Cq et Cy constantes réelles arbitraires.

2. Résoudre ’équation précédente avec les conditions initiales

Les conditions initiales donnent

et, puisque
y'(t) = y(t) + 2" (—Cy sin(2t) + Cy cos(2t)),

1-‘1-202:3,

soit Co = 1. La solution du probleme avec conditions initiales est donc
y(t) = e'(cos(2t) + sin(2t)) .
3. Résoudre l’équation précédente avec les conditions aux limites

y(0) =1, y(r/4) =1

On a encore €7 = 1 mais cette fois
Oy cos(m/2) + Cysin(m/2) = e ™4

soit
CQ = e_”/4 .

La solution du probleme avec conditions aux limites est
y(t) = et (1 + e ™ *sin(2t)).

4. Montrer qu’il n’existe pas de solution avec les conditions aux limites

Si une telle fonction existait, on aurait



et
Cy cos(2m) + Cosin(2m) =e™ 7,

ce qui imposerait
Ci=eT,

contrainte incompatible avec la premiere contrainte C; = 1. Le probleme aux limites proposé ici n’a
donc pas de solution.
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Troisieme partie

Textes de DS1 (séries A,B,C,D.E)
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COURS MIS101
Devoir Surveillé 1, Série A
Durée : 1 heure 20 mn

Documents et calculatrice non autorisés

Exercice 1.

Soit f: N — N une application strictement croissante, c’est a dire n > p = f(n) > f(p). Montrer
par récurrence que 'on a Vn € N f(n) > f(0) + n.

Exercice 2.

Soit E un ensemble non vide. On note p(F) ’ensemble des parties de E. Soit Papplication

fro(E) — o(E)

a. Montrer que f est bijective.

b. Quelle est I’application réciproque de f?

Exercice 3.

Soient deux entiers a et b tels que —15a — 3b = 3. Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7
Une justification est exigée.

a. L’égalité n’est pas possible.
b. Le pged de a et b divise 3.
. Le pged de a et b est un multiple de 3.

e o

. Le pged de a et b est égal a 1.

Exercice 4.
Soient a,b,c € N*. On considere I’équation en x : ax + b = c. Les assertions suivantes sont-elles vraies
ou fausses 7 Une justification est exigée.

a. La condition ¢ > b est suffisante pour que = appartienne a N.

T

La condition ¢ > b est nécessaire pour que x appartienne a N.

Soit ¢ > b. La condition (b/a € Z et c/a € Z) est suffisante pour que x appartienne & N.

&0

Soit ¢ > b. La condition (b/a € Z et ¢/a € Z) est nécessaire pour que = appartienne a N.

Soit b < a < ¢. La condition b = n pged(a, c) n € N est nécessaire pour que = appartienne a N.

= O

Soit b < a < ¢. La condition b = n pged(a, c) n € N est suffisante pour que x appartienne & N.
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COURS MIS101
Devoir Surveillé 1, Série B
Durée : 1 heure 20 mn

Documents non autorisés

Probleme 1. (1) [Cours] Donner la définition d’une application injective, et la définition d’une
application surjective.

(2) Donner un exemple d’application injective, mais pas surjective.

(3) Donner un exemple d’application surjective, mais pas injective.

Probléme 2. Soient x et y des nombres réels. Montrer que si x # y et x # 1 — y, alors
(1l —x)#y(l—y).
Probleme 3. (1) Montrer que pour tout n > 0, il existe des entiers u,, v, tels que

(1+V2)" =up +V20,, et (1—v2)"=u, —V2u,.

Donner une relation de récurrence permettant de calculer u, 1 et v,4+1 en fonction de u,, et v,.
(2) Montrer que pour tout n pair, on a

u? — 202 =1.
(3) Donner trois paires distinctes d’entiers positifs explicites (a,b) tels que

a? —20% = 1.

Probleme 4. [Adapté de « Harry Potter et la pierre philosophale ».] Un sorcier et une sorciére
ont devant eux sept bouteilles de potions diverses. Deux contiennent du vin (V), trois un poison mortel
(P), une contient une potion rajeunissante (PR) et une contient une potion qui fait voler (PV). Il s’agit
d’identifier les sept correctement, a ’aide des indices suivant :

(i) Les bouteilles sont toutes de hauteur différente, qui sont, de la gauche (bouteille numéro 1)
vers la droite (bouteille numéro 7) :

1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7
IQCm‘15cm‘100m‘28cm‘320m‘360m‘25cm

(ii) Si une bouteille contient du vin, celle qui se trouve & sa gauche contient du poison.

(iii) Les bouteilles aux deux extrémités ont un contenu différent, et qui n’est pas la potion rajeu-
nissante.

(iv) Les bouteilles numérotées 2 et 6 ont un contenu identique.

(v) Ni la plus petite, ni la plus grande bouteille ne contiennent du poison.

(1) Déterminer la nature de chacune des bouteilles; présenter d’abord la solution par un tableau
(cf. Pexemple dans la question suivante), et expliquer avec soin le raisonnement utilisé pour trouver la
solution.

(2) [Optionnel] Supposer que 'on veuille verser dans les bouteilles (placées dans le méme ordre
quauparavant) les différents contenus de la maniére suivante :

123|456 |7
P|V|P|[V|PV|PR|P
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Trouver une série d’indices (raisonnable...) permettant d’identifier cette configuration et aucune autre,
et expliquer pourquoi.
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Exercice 1.
a. Montrer (en utilisant un raisonnement par récurrence sur 'entier n appartenant & N\ {0}) que

P’assertion suivante est vraie :

Yn € N\ {0}, 8 divise (9" +7)
b. On considere lassertion (R) suivante :
vk € N\ {0},3n € N\ {0}, PGCD(2*,9" +7) < 2¢~1 R)

Formuler I’assertion (non R). Laquelle des deux assertions (R) ou (non R) est vraie ?

Exercice 2. Montrer que 'application

fiZxT — T
(z,y) — 15z -8y

est une application surjective. Décrire 'ensemble f~1({0}). L’application f est-elle injective ?

Exercice 3. En utilisant un raisonnement par ’absurde, prouver qu’il n’existe aucun nombre rationnel
dont le carré soit égal a 5. Adapter ce raisonnement pour montrer que si p est un nombre premier
quelconque dans N (p = 2,3,5,7,...), il n’existe aucun nombre rationnel dont le carré soit égal a p.

Exercice 4.

Soient E, F, G trois ensembles, f une application injective de ' dans F', g une application injective de
F dans G.

a. Montrer que g o f est une application injective de E dans G.
b. Si 'on suppose de plus que E et G sont deux ensembles finis ayant méme nombre d’éléments n,

montrer que F' est aussi un ensemble fini a n éléments et que les trois applications f,g,g o f sont
bijectives.

c. Soit f l’application de @ dans Q qui & z associe z2 + 1. Calculer I'image du nombre rationnel x par
Papplication f o f (on exprimera (f o f)(x) en fonction de x). L’application f o f est-elle injective ?
surjective ?

7
Exercice 5. En utilisant un algorithme basé sur la division euclidienne, exprimer la fraction 33 sous

la forme

7 1
3 a A ——

as+

an

ou les nombres N, ayq, ...,ay sont des entiers strictement positifs que I'on calculera.
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Exercice 1.

Trouver les erreurs dans la démonstration suivante du fait que 2 = 1 (indiquez quels sont les passages
qui vous semblent corrects, et ceux qui vous semblent douteux ou faux). Hypothese : on a I'égalité de

nombres (rationnels) x = y; alors 2 ) xy; puis 22 — y? @ xy —y%; donc (z +y)(z — y) @ y(x —y);
5)

ensuitex—i—y@y; enfin 2y(: y; et 2 @ 1!
Exercice 2.

On considere 1’équation 29z — 11y = 1, dans laquelle les inconnues « et y sont des entiers relatifs.
a) Ecrire l'algorithme d’Euclide relatif aux nombres 29 et 11. En déduire une solution particuliere
de I’équation considérée, puis la solution générale.
b) On considére maintenant 1’équation 29z — 11y = 5. Déduire de ce qui préceéde une solution
particuliere de cette équation, puis la solution générale.

Exercice 3.

a) En utilisant la formule du binéme montrer que pour tout nombre (rationnel) h > 0 et pour tout
entier naturel n, on a (1 + k)™ > 1+ nh.

b) Montrer par une démonstration par récurrence, que la méme inégalité est vraie dés que h > —1.
(Indication : écrire ceci 1+ h > 0.)

Exercice 4.

Montrer par I’absurde que 1'on ne peut pas écrire des nombres en utilisant exactement une fois chacun
des dix chiffres 0, 1, ... , 9, de maniere & ce que leur somme donne 100. (Indications : voici un exemple
de somme de tels nombres 19+ 28 +30+ 7+ 6 + 5+ 4 = 99; il s’agit de faire jouer un role privilégié
au nombre d de dizaines dans la somme : noter que la somme des dix chiffres égale 45 et réduire le
probléme & montrer que I’équation 10d + (45 — d) = 100 n’a pas de solution avec d entier.)

Exercice 5.

a) Soit p et ¢ des propositions. Calculer les valeurs de vérité de la proposition (p A q) = p.
b) En posant des quantificateurs contenant les variables x et y devant la fonction propositionnelle z > y
on peut obtenir diverses propositions, par exemple :

pour tous x et y, x >y
pour tout nombre x, il existe un nombre y tel que x > y.

Formulez toutes ces propositions (il y en a six en tout) et déterminez lesquelles sont vraies.
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Exercice 1.
a. Ecrire en langage mathématique que tout entier naturel est positif ou nul;
b. Ecrire la négation de a);
c. Ecrire en francgais :
VYneN, Vme N, n<m=n2<m?.
d Ecrire en langage mathématique la négation de c).
Exercice 2.
a. Soient R et S deux relations ; donner la définition de I'implication logique R = S.

b. Démontrer la tautologie :
(R= S) < ((non S) = (non R)).
c. Soient p et ¢ € N avec ¢ # 0; montrer que :

x:£:>x7é\f2.
q

Exercice 3.

Montrer par récurrence que :

- ~n(n+1)2n+1)
;kﬁ = g :

Exercice 4.

Soient E un ensemble et A , B et C trois sous-ensembles. Montrer que :

(AUB=BUC=CUA)et ( ANB=BNC=CNA) = A=B=C.
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Exercice 5.

a. Soient X et Y deux ensembles non vides et

fiX — Y

z —  f(z)

une relation. Ecrire les définitions de :
— f application;
— f injective;
— [ surjective;
— f Dbijective.

b. En posant X =Y = R donner, en justifiant votre assertion, une fonction :
— qui n’est pas injective;
— qui n’est pas surjective.
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Quatrieme partie

Textes de DS2 (séries A,B,C,D.E)
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Exercice 1.

Calculer la partie réelle et la partie imaginaire du nombre complexe suivant :

—10 — 3¢
=9+ 4
Exercice 2.
Construire ensemble C des points d’affixe z vérifiant |z — i| = |iz — i| = |z — iz].

Exercice 3.

Soit une suite infinie de nombres réels (u,). Si on a
|un, — 53] > 1/3 et |u, — 42| < 2/nVn > T,

que peut-on dire sur sa convergence ?

Exercice 4.
Calculer :
a. limy_ o log? (z) /x
b. lim, o €2 /2
Une justification est exigée.
Exercice 5.
Dessiner un exemple de graphe de fonction non continue. Donner, a I’aide de quantificateurs, la définition
de ce qu’est une fonction non continue en un point.
Exercice 6.

Soient deux fonctions dérivables f et g avec valeurs et dérivées montrées dans le tableau suivant.

x | 3]-2[1]0][1]2]3
fx) | 4| 66| 58|53
f°(x)| -7 |11 |6 |-11| 3 |10 -3

Soit h(x) = f(g(x)). Calculer la dérivée h’(-3).
Exercice 7.

Donner le domaine de définition de la fonction suivante, calculer la dérivée et donner le domaine de
définition de la dérivée.

F(@) = In[(1 + sin(x))/(1 — sin(x))]
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Probléme 1. (1) A Tlaide de Ialgorithme d’Euclide, trouver le pged de 4646 et 2415. Indiquer
toutes les étapes clairement.
(2) Trouver une solution (u,v) € Z x Z de 1’équation

4646u + 2415v = 46

(s’il en existe).

Probleme 2. (1) [Cours] Rappeller la définition de e* pour z € C.

(2) Calculer cos46 en fonction de (sin#)? et (sin 6)%.

(3) Calculer (cos)* en fonction de cos @, cos 26 et cos46 (sans faire intervenir (cos6)?, (cos )3 ou
cos )1 ).

Probleme 3. Résoudre I'équation
(144)2% — (13 = 5i)z + 12 — 34i = 0

d’inconnue z € C. Placer les solutions sur un dessin.

Probléeme 4. Résoudre I’équation
2% =32

d’inconnue z € C et placer les solutions sur un dessin.

Probléme 5. Soit a # 1 un nombre complexe et k£ > 1 un entier. On note

Ti(a)=14a+---+a*
Sip(a) = a+2a* 4 - - - + ka".

(1) Calculer Ty(a).
(2) Montrer que Sky+1(a) = a(Tx(a) + Sk(a)) pour k > 1.
(3) Calculer Siy1(a) — Sk(a) et en déduire que

a— (k+1)ak*t! + kak+2

Sk(a) = (1 — a)g
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Questions de cours

a. Qu’appelle-t’on borne supérieure d’'un sous-ensemble non vide majoré de R? Quelle est la borne
supérieure des ensembles

A={zeQ;z<n}, B={zcR\Q; z <7}

(justifier dans les deux cas la réponse) ?

b. Qu’appelle-t’on écriture cartésienne et écriture trigonométrique (ou polaire) d’'un nombre complexe

z 7 Exprimer sous forme cartésienne et trigonométrique (ou polaire) les nombres complexes z = 1 44

_ 1
etz-—H_i .

Exercice 1

Déterminer la limite lorsque n tend vers +oo de la suite (uy)n>0 de terme général

n?—-3n+1
(n—log(n+1))2+1"

Uy 1=

Exercice 2

a. Combien I’équation z° = 1 admet-elle de solutions dans C ? Donner sous la forme trigonométrique
(ou polaire) toutes les solutions de Iéquation 2° = 1 dans le corps des nombres complexes.

5

b. Soit z une solution de ’équation 2° =1 dans C; montrer que Z = 1/z.

5

c. Soit z une solution de ’équation z° = 1 dans C; montrer que si z # 1, on a

l+z+22+234+24=0
puis en déduire

2+ 4+24+72+1=0.
d. Si z = €, vérifier que

247224 24+4Z+1=4cos’0+2cosf —1;

en déduire que le nombre cos(27/5) s’éerit  + yv/5 ot et y sont deux nombres rationnels que ’on
calculera.
Exercice 3
On définit une suite de nombres réels (uy),>0 de proche en proche en posant ug =1 et

(1"

v N, upy1 =up + ————.
nEN, Unt u+log(n+2)

(log désigne le logarithme népérien noté aussi In ou Log).

a. Calculer lim (up41 — up).
n—-+oo
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b. En utilisant le fait que la fonction 2 — log 2 est une fonction croissante sur |0, +oo[, montrer que
si vy = ugp, p=0,1, ..., la suite (v,)p>0 est une suite de nombres réels croissante et que si w, = ugpy1,
p=0,1,..., la suite (wp),>0 est une suite de nombres réels décroissante.

c. En utilisant un résultat du cours que 'on énoncera soigneusement et en justifiant que ce résultat
s’applique, montrer que les deux suites (vp)p>0 et (wp)p>0 sont toutes les deux convergentes vers la
méme limite [ appartenant a l'intervalle fermé [1,1 + 1/log2].

d. Qu’en déduit-on pour la suite (up)n>0?
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Exercice 1.

a) Soit A et B des sous-ensembles d’un ensemble X. Vérifier I'identité suivante : (X \ A) U (X \ B) =
X\ (AN B).

b) Ecrire tous les éléments de 'ensemble P(P(P(0))). (Combien d’éléments contient-il ?)

Exercice 2.

Soit K et I’ des ensembles et f : E — I une fonction. Montrer que I'application f est injective si et
seulement si il existe une application f: F — E telle que fo f = Idg.

Exercice 3.

a) Dans les réels, multiplier I'inverse multiplicatif de 0,25 par 1,083. Comparer le résultat & 13/3.
(Attention, la calculette peut vous jouer des tours!)

b) Un livre qui vient de sortir prétend que 7 vaut exactement 3, 125 (voir www.correctpi.com). Comment
convaincre 'auteur de ce livre qu’il a tort ?

Exercice 4.

a) Trouver la borne supérieure des ensembles suivants (justifiez vos réponses) : E = {1} U{z € R :
meNz=—-1/n}; F=E\{1};G=FU{0}; H=Fn[-1/2,—1/36]; I = F N[~1/2, —1/36].

b) Expliquer pourquoi pour tout réel positif r il existe un entier naturel N tel que 1/ 10N < 7.
Exercice 5.

a) Calculer les parties réelle et imaginaire du nombre complexe (2 + 3i)(5 — 74).

b) Soit z = (=1 — /=3)/2. Vérifier I'égalité

241 —0)22 + z—i=0.

1+

¢) Soit n un entier naturel. Montrer que ('affixe de) un nombre complexe z tel que z™ = 1 a module
égale a 1.
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Exercice 1.

Soient X et Y deux ensembles, A et B deux parties de Y et f : X — Y une application. Vérifier
fTHANB) = 1A N fH(B).

Exercice 2.

Pour chacun des ensembles suivants, déterminer s’il possede un plus petit ou un plus grand élément,
une borne supérieure ou inférieure. Si oui, préciser la valeur :

1
Al nenN 0};
a. {~ineN\{0}
b.{xeR;x2+x+120};
c.{xER;x<Oeth+x71<O}.

Exercice 3.

Calculer dans C les racines quatriemes de z = 4.

Exercice 4.

Etudier les limites suivantes :

by TR
1 1
C. —
=3 —3 2 -9’
V22 r1
d lim VTt

Exercice 5.

Soit f une fonction numérique continue ; on suppose que f est périodique de période p > 0 (c’est-a-dire
f@+p) = f(z) ¥z € R).

Montrer que si f admet une limite (finie) quand x tend vers +o0o, alors f est constante.

Exercice 6.

Soit f une fonction numérique.

Démontrer 1’équivalence

YV (zp)n telle que lim x, = xq

n—-4o0o
f continue en zy < {
alors lim f(z,) = f(zo)

n—-+00
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Exercice 1.

Soit p un entier naturel non nul. On pose
e
I, = / 22 (Inz)?P da
1

a. Calculer I; (on pourra faire une intégration par parties).

b. Montrer que pour tout entier naturel non nul

e3 p+1
hpn=75-"—7F"15
Exercice 2.
Soit
3 2 1 1 0 0 1
U= 0 2 1 L= 2 5 0 b= 1
0 0 -2 1 3 2 1

a. Calculer A=U L.
b. Résoudre Uy =b.

c. En déduire la solution de Az = b.

Exercice 3.

Soient 3, w € R tels que A = 52 —w? < 0.

a. Donner 'expression de x(t) qui satisfait

2" (t) + 262" (t) + w?a(t) =0 et 2(0) = 1, 2/(0) = 0

b. On suppose que 3 et w sont choisis de sorte que le graphe de In|x(t)| soit celui ci-dessous. En
déduire une estimation pour 3 et w.
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In|x(t)]

1 ? 1

'
L
1

i L P L .

N
-
w

.
%
ki
g
ki
K

—

Exercice 4.

On désigne par T un nombre réel > 0, et par a une fonction définie sur R, réelle, continue et périodique
de période T (c’est & dire que T est le plus petit réel > 0 tel que V¢t € R, a(t) = a(t+ T')). On pose

A:/OTa(t)dt

a. Démontrer que

c+T
VceRona/ a(t)dt = A

b. Donner I'expression, sous forme d’une intégrale, de z(t) qui satisfait
2/ (t) = a(t) z(t) et x(0) = o

c. Dire pour quelle(s) valeur(s) de A I’équation différentielle ci-dessus admet des solutions périodiques
de période T non identiquement nulles.
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Probléme 1. (1) [Cours] Soit f : [0,1] — R une fonction. Ecrire la définition & I'aide d’une limite
du fait que f est dérivable en zo = % avec dérivée égale a p € R.

2
(2) Calculer la limite
lim sin(vz2 — 2 — V/2)
i

z—2 r—2

Probleme 2. Soit f la fonction définie pour z € R par

f(x)_{e””—l sixzx <0

sin(x) + 22 six>0.

) Montrer que f est continue sur R.

) Montrer que f est dérivable sur R — {0}.

) Montrer que f est dérivable en 0 et calculer f'(0) en utilisant la définition.

) Montrer que la fonction g = f’ est dérivable sur R — {0} et que g admet une dérivée a droite et
une dérivée a gauche en 0, mais que g n’est pas dérivable en 0.

(1
(2
(3
(4

Probléme 3. Soit

1
€Tr) =
/@) z+1
pour x > —1.
(1) Montrer que f est une fonction f :] — 1, +00[—]0, +oo[ qui est décroissante.

(2) On pose xg = 1 et xp,41 = f(x,,). Montrer que (z,,) est définie pour tout n. Calculer x4, o, ...,
Is.

(3) Soit Y, = xan, 2n = Tant1. Montrer que (y,,) est décroissante et que (z,) est croissante.

(4) Montrer que 0 < z, <y, <1 pour tout n > 1 par récurrence sur n.

5) Montrer que les suites (y,) et (z,) convergent. Si a = limy,, et § = lim z,,, montrer que

( q y g y ; q

f(f(@)) = acet f(f(B)) = B

(6) En résolvant 'équation f(f(z)) = x, en déduire que aw = 3 et déterminer cette valeur commune.

(7) Montrer que pour tout n on a
Qap

Ty =
anJrl

ou (ay) est la suite d’entiers définie par ap =1, a3 = 1 et
Ap4+2 = Gp41 + An.

(8) En déduire la valeur de
an

lim .
n—=400 Gn 41
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Exercice 1.

1. Déterminer les trois nombres réels a, b, ¢ tels que

1 a bt + ¢
Ve RN {+1}, Bl -1 2rtrl

2. A Daide des fonctions classiques (fractions rationnelles, logarithme néperien, Arctan), trouver toutes
les primitives de la fonction

fe L
-1
sur U'intervalle | — oo, 1].
3. Exprimer le nombre
2 g

=
a ’aide des fonctions classiques.
4. Rappeler que vaut la dérivée de la fonction & — tanz sur | — /2, 7/2[. A l'aide des fonctions

classiques (fractions rationnelles, logarithme népérien, Arctan, tan), trouver toutes les primitives de la

fonction
1+ tan?x

Sr—1

tan
sur | — 7 /2, w/4].
Exercice 2.
1. Soit F' la primitive sur |1, +o0] de la fonction
1

tell,
s ool— 07

qui s’annule en t = e (e ~ 2, 7183 - - - étant le nombre strictement positif défini par la relation loge = 1).
Exprimer la fonction F' & partir de fonctions connues.

2. Trouver la fonction y dérivable sur |1, +oo] et solution du probléme de Cauchy :

t) 1
iy Y _ L e
y'(t) Ilogi 7 V€L, ool
ye) = 1.
3. Calculer
y(t)
t—+oo logt
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Exercice 3.

Soit y : R — R la fonction solution du probleme de Cauchy

y'(H)+2(t)+2y(t) = 0, VteR
y(0) = 1
y'(0) = 1.

Calculer y(t) pour ¢t € R et la limite de ¢ — y(t) lorsque ¢ tend vers +oo.
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Exercice 1.

Soit f : R — R une fonction continue telle que pour « réel lim,_,¢ f(z)/z = a (par exemple f = sin et
a=1).

a) Calculer lim, .1 f(z% —1)/(x — 1). (Indication : se souvenir de 1’égalité 22 — 1 = (z + 1)(z — 1)
et travailler avec u =z — 1.)

b) Calculer lim, o 22(3 + f(z))/(z + f(2))?.
Exercice 2.
Soient f et g : R — R deux fonctions continues telles que pour tout z dans Q on a f(z) = g(z).
Montrer que f = g (une bréve explication en mots de I'idée de la démonstration sera suffisante, en
particulier il faudra expliquer en quoi la continuité permet de conclure).
Exercice 3.
Soient a et b des nombres réels (a # b). Calculer la valeur en z = 0 de la dérivée de

1
b2 — g2

exp(ax) sin(bxr) — pe exp(ax) cos(bx) .

b2_

Exercice 4.
Lesquelles de ces affirmations sont justes ? Justifier votre réponse.

a) sin(arccosz) = v/1 — 22 pour |z| < 1.
b) arcsin(sinz) = = pour tout réel x.

Exercice 5.

a) Trouver 71 et 72 tels que la fonction y(t) = Ae™* + Be"™! soit solution de I'équation différentielle
y' =3y +2y=0.

b) Déterminer A et B tels que la fonction y vérifie y(0) = 0 et y'(0) = 0.

Exercice 6.

Résoudre le systeme

r + y — 2z =1
r — y — 2z = 2
-3z + vy = 3
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Exercice 1.

Soit (uy, ), une suite croissante majorée.

Montrer que (u,) converge.

Exercice 2.

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I —— R une fonction numérique. Montrer que si f est dérivable
en xg € 1, alors f est continue en x.

Exercice 3.

Pour les fonctions numériques suivantes, donner le domaine de définition et étudier les limites aux

bornes du domaine de définition sans oublier —oco et +o0 s’il y a lieu :
xT

e
- a. fi(z) = ;31, ;
nz
- b. fo(x) = B _8 ;
x> -3z —4
—c. f3(z) = ———.
fs(@) 2 —1
Exercice 4.
Soit f la fonction numérique définie sur I =] — 2, +o00[ par

z+1 —1<x2<0
e’ O<x

In(z+2) -2<z<-1
-]

a. Etudier les limites en —2 et 400

— b. Montrer que f est continue sur [ ;

— c. Montrer que f est dérivable sur [;

— d. Etudier les variations de f et tracer son graphe.

Exercice 5.

Soit § € R ; on considere le probleme de Cauchy :
By" =2y +y = xe”
(Cs) {
y(0) =1, By'(0) = 5.

— a. Trouver la solution du probléeme de Cauchy (Cp) ot 5= 0.
— b. Trouver la solution du probléeme de Cauchy (C7) ot § =1
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