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Devoir Maison 1 - Texte (en italiques) et corrigé (en roman)
Exercice I (autour de la formule de Cauchy-Pompeiu).

1.1. Soit f une fonction de classe C' au voisinage du disque unité fermé D(0, 1)
du plan complexe. En appliquant la formule de Cauchy-Pompeiu a la fonction
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(pour z € D(0,1)), vérifier que la fonction f peut se représenter dans le disque
unité ouvert D(0,1) par la formule :

1 af /1 [C]2y dedp 1 ded
2= o //D(o,l) 572(0( 1-Cz ) C—z tr //13(0,1) Q) (1 —ZZP

(ot l’on a noté { = & + in le point courant de RQ); Que devient cette formule
de représentation lorsque [ satisfait de plus Of /0 = 0 dans le disque unité
ouvert ?

Il s’agit d’un calcul.

oF, 1-¢C 1—|¢?

a f“)xaghfgzhag (1742)
- f(ox<_<(1_<?1:§Z;C|2)(_Z))+gg* (11—_|§j)
= (O % ((1Z_<i>2) + gf « (% 'gz ).

On remarque aussi que F), est identiquement nulle sur le cercle de rayon 1, ce qui
implique la disparition de I'intégrale « de contour » dans la formule de Cauchy-
Pompeiu lorsqu’on 'applique pour représenter F, au point z, soit F,(z) = f(2).
La formule demandée résulte immédiatement de la formule de Cauchy-Pompeiu.
On note la simplification de z — ¢ par ( — z dans 'une des deux intégrales sur
D(0,1) figurant au second membre, dans I'expression de

1 / / OF, d&dn
T D(0,1) 3Z ¢(—z
(cette simplification ameéne d’ailleurs par un changement de signe).

1.2. Soit f € L2(D(0,1),dédn) et f un représentant de f dans L2(D(0,1), dédn).
Montrer que la fonction

. ¢)ded
B[f] : =€ D(0,1) //D(Ol) 1_5”

est une fonction holomorphe dans le disque ouvert D(0, 1) ; calculer, pourn € N,
o"[B(f)]/92"(0).

L’holomorphie est une propriété locale et il suffit de la prouver dans un disque
D(0,7) avec r < 1. Si ¢ € D(0,1) et z € D(0,r), la fonction (¢, z) — (1 — (2)?




ne s’annule pas et est donc minorée en module sur D(0,1) x D(0,7) par une
constante 7, > 0. Pour tout ¢ € D(0,1), pour tout z € D(0,r), on a

sup |f(2)]

‘ ‘ D(0,1)
(]. — 22)2 - Ir

Le théoreme de continuité des intégrales a parametres assure donc la continuité

de
z+— B[f // d€ dn
D(0,1) 1—CZ

(on prend comme « chapeau majorant » pour la clause de domination la fonction
constante égale & M, sur D(0, 1) et donc évidemment intégrable). Pour montrer
I’holomorphie de B f] dans D(0, ), on utilise le théoreme de Morera. Soit 7" un
triangle plein inclus dans D(0,r). Le théoréme de Fubini permet de démontrer

/‘9T //01) 1_d£dn //13(01) /3T(1—d;)2}d€dno'

Il s’applique car la fonction de deux variables

f(©)
(1-¢2)?

est bornée en module (donc intégrable) sur D(0,1) x 9T Le fait que, pour tout

¢ € D(0,1), on ait
/ _=
or (1 —¢2)?

résulte de I'holomorphie dans D(0,r) de la fraction rationnelle (en z) sous
I'intégrale curviligne.
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Le calcul des dérivées successives de B[f] se fait en dérivant sous le signe somme.
On peut en effet intervertir dérivation par rapport au parametre et intégrale car
les inégalités de Cauchy impliquent, pour tout n € N*, pour tout ¢ € D(0,1),
pour tout z dans D(0,7 — €) (avec € < r arbitrairement petit)
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Le théoreme de dérivation des intégrales a parametre s’applique donc et donne

. _n+1 FOT" dedn
o= [ e

La valeur de cette dérivée n-ieme en 0 est

Ao =" [ T aean

1.3. Montrer que le systéeme de classes de fonctions (¥n)nen, 0U

n+1

on 1 C€D(0,1) — ¢



forme un systéme orthonormé de l’espace de Hilbert L?(D(0,1),dédn) et que
'on a, dans cet espace de Hilbert, pour tout f € L*(D(0,1), dédn),

neN neN

Un calcul d’intégrales en polaire donne, si ny et no sont deux entiers positifs,

1 2m
// Cn1zn2 d¢ dn :/ pritnet+l g o / ei(nlfng)e do.
D(0,1) 0 0

Si ny # ne, cette intégrale vaut zéro (orthogonalité des fonctions 6 +— e
n € Z, sur [0,27]). Pour ny = ng, on trouve 7/(n; + 1). Le systéme des classes
de fonctions (¢, )nen de L2(D(0, 1)) est donc bien orthonormé. La fonction f est
un représentant d'un élément f de cet espace L2(D(0,1)) (car c’est une fonction
continue bornée, donc le carré de son module est intégrable) et 'on a (d’apres
I'inégalité de Bessel, voir le cours de L3 sur les espaces de Hilbert, c’est juste
une conséquence du théoreme de Pythagore) :

Sl < [[ 15 R dedn < -+oc.
n=0 D(0,1)

. TL+1 -=n
Op) = d¢ d
oo =" [ T s©dzan

et, par conséquent,

in
)

s n+1l , 2" d° :
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La suite des classes des fonctions
N N .
cI)N = Z(f’ <pn> Pn = Z dzin(B[f])(O) 2"
n=0 n=0

converge dans L?(D(0,1)) (c’est une suite de Cauchy) vers un certain élément
¢. Mais on sait que la suite (® )y converge presque partout (dans D(0,1) en
tout cas) vers B[f] (c’est la formule de Taylor & Porigine pour la fonction B|[f]
dont on sait qu’elle est holomorphe dans le disque D(0,1) d’apres la question
2)). Comme on sait d’autre part qu’il existe une sous-suite de la suite (Py)ny
convergeant presque partout vers un représentant g de g, on en déduit que B f]
représente un élément de L?(D(0,1)), précisément cet élément ¢. On peut écrire,
dans L%(D(0,1)),

o0

g= B[f] = Z<f7 ‘Pn>§0n7

n=0

mais aussi bien sar, puisque § = B [ f] est dans I'adhérence du sous-espace en-

gendré par les ¢,
oo

g=Blfl =Y (BIf], én) én.

n=0



D’ou le résultat.

1.4. Montrer que l’ensemble des éléments g € L*(D(0,1),dédn) admettant
un représentant holomorphe dans D(0,1) est un sous-espace fermé A(D(0,1))
de Uespace de Hilbert L*(D(0,1),d&dn) et que la projection orthogonale d’un
élément f € L?(D(0,1),dédn) sur ce sous-espace A(D(0,1)) est égale & B[f].

Si (gr,) est une suite d’éléments de A(D(0,1)), on a, pour n,m dans N et z dans
D(0,1 — 2¢) (d’apres la formule de la moyenne « volumique »)

(n = gm)(z) = — //D (9n(C) — gm(Q)) d€ dn.

D’ou, par 'inégalité de Holder,

oo-0)O < ([ 10 om0 Pacan)”

lgn — gmllz2(D0,1)) '

/e

Si en plus la suite (g, ), converge dans L?(D(0,1)) vers un élément f, elle est
de Cauchy dans L?(D(0,1)) et la suite de fonctions holomorphes (gy, ), satisfait
(d’apres I'inégalité (1) juste établie) le critére de Cauchy uniforme sur le disque
D(0,1 — 2¢). Elle converge donc uniformément sur ce disque vers une fonction
holomorphe h. Comme ¢ est arbitraire, on en déduit (en utilisant le fait qu’au
moins une sous suite de (g, ), doit converger vers un représentant de g), que ¢
admet un représentant h holomorphe dans D(0,1). Le sous-espace A(D(0,1))
est donc fermé.

IA
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Les éléments (¢p,)y, forment un systéme orthonormé dans A(D(0,1)). On vérifie
que c’est une base hilbertienne de cet espace en montrant que le seul élément
g de A(D(0,1)) orthogonal & tous les ¢, est la classe de la fonction nulle : en
effet, si ¢ a pour représentant la fonction holomorphe

z—g(z Zakz :i
k=0

1%%(2)

on voit que
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Si g est orthogonal a tous les ¢,,, on a a,, = 0 pour tout n, ce qui implique g = 0.
Comme la famille (¢,,), est une base hilbertienne de A(D(0,1)), les formules
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établies a la question 3) montrent que B [f] est bien la projection orthogonale
de f sur le sous-espace fermé engendré par les ¢,, n € N, c’est-a-dire sur le
sous-espace A(D(0,1)). C’est ce que l'on devait démontrer.

Remarque. L’opérateur introduit dans cet exercice
B : L*(D(0,1)) — A(D(0,1))
s’appelle l'opérateur de Bergman (ou projecteur de Bergman) du disque unité et le « noyau »

—_— 1 1
(¢,2) € D(0,1) x D(0,1) — ;(1—7@2)2

qui le « représente » (voir la question 2)) s’appelle le noyau de Bergman de ce méme disque.

Exercice II (formule de Lelong-Poincaré, calcul de degré).

I1.1. Soit f une fonction holomorphe dans un ouwvert U de C. Pourquoi la fonc-
tion f n’a-elle qu’un nombre fini de zéros dans un sous-ensemble compact arbi-
traire K de U ?

Il fallait ajouter, vous 'avez deviné, que la fonction f doit étre supposée non
identiquement nulle sur les diverses composantes connexes de U. Cela manquait
ici & ’hypothese. Si tel est le cas, les zéros de f sont isolés (d’apres le principe
des zéros isolés) et le fait qu’il y en ait une infinité dans un compact K de U
contredit le théoreme de Bolzano-Weierstrass : dans un compact de C (ou de
R™), tout ensemble infini borné a nécessairement un point d’accumulation !

I1.2. Montrer que, si o est une fonction de classe C? et a support compact dans
U, on a la formule de Lelong-Poincaré :

Y mpla)p(a) = / /U log |£(¢)] Al (C)) dédn.

{a€supp¢; f(a)=0}

On peut supposer U connexe (sinon, on raisonne pour chaque composante
connexe de U et on additionne). Le plus élégant ici est d’utiliser la formule
de la divergence dans un ouvert borné € a frontiere C' contenant le support de
@, tel que Q C U et que f ne s’annule pas sur le bord de Q. D’apres la question
1), la fonction f n’a qu'un nombre fini de zéros, ay, ...,ay dans Q. Autour de
chacun de ces zéros (comme dans la preuve de la formule de Cauchy-Pompeiu),
on considere un petit disque D(«;,€) de maniere & ce que D(aj,€) C Q et que
les disques fermés D(a;, €) soient deux & deux disjoints. Si (P, () est un champ
de vecteurs de classe C! au voisinage de Q. = Q\ U; D(aj,€), on a

/ ((P,Q),yext)da:/ (—Qdz + Pdy), @)
00,

€

ou do désigne la mesure de Lebesgue sur le bord de €., le chemin paramétré ~.
désignant le bord paramétré de (), le paramétrage étant tel qu’en le suivant, on
conserve le domaine {2, sur notre gauche (régle du « bonhomme d’Ampere »).
On note que la normale extérieure vey est dirigée précisément par le vecteur
(dy, —dx) lorsque (dz,dy) désigne le déplacement infinitésimal sur le bord en
gardant le domaine €, & sa gauche (faire un petit dessin, il faut tourner de —m/2
pour trouver la direction de vey !).



D’apres Green-Riemann,
/ (Pdy — Qdz) = // 8£+8£ d{d (3)
00,

En combinant (2) et (3), on obtient la formule de la divergence

[ (.o = (G + 52) dean

Si on applique cette formule & un champ de gradient (P,Q) = VG, ou G est de
classe C? au voisinage de €2, on en déduit la formule

A(G)dEd
O aVext // g g

puisque div(VG) = A(G).

Si 'on prend deux champs de gradient VG et VG, Gy et G4 étant de classe
C? au voisinage de ., on a la formule

/{m (G1 0Gz _ ¢, 9% )da - //Q (GlA(GQ) fGQA(G1)> dedn.  (4)

ayext 8” ext

Si f est une fonction holomorphe, on voit que dans 'ouvert ou f ne s’annule
pas, B B
(“)log|f\_1810g|f|2_1810gff_ f 1

¢ 2 9 2 0¢ 2f2 2f

et, par conséquent,
dlo _
A1og|f|_4aa¢[ g'”} = 200C(1/f) =0

Si on prend Gy = log|f| et G2 = ¢, la formule (4) devient

N
[ vosipaidazan=->" [ (oslrize o TE ) in, o
€ j=1

Vi Vj ext 8Vj,ext

ol doj,. est la mesure de Lebesgue sur le cercle de centre o; et de rayon ¢, la
normale extérieure v; oy pointant cette fois vers I'extérieur du disque D(«;,€).
Il reste (comme dans la preuve de la formule de Cauchy-Pompeiu) & faire tendre
e vers 0. Prés de o, on peut écrire | f(¢)| = |¢—a;|™ (%) x|g;|, ot g; ne s’annule
pas. Lorsque € tend vers 0, la limite du membre de droite de (5) est donc la méme
que la limite lorsque € tend vers 0 de

N
dp dlog|C — a;
_me(aj)/ (10géay oy | j|>d0j,e-
]:1 ex

Vi OVj ext

Or un calcul immédiat montre que sur le bord de D(¢;, €),

1
{(Viog|C — ajl, vjext) = —.



Il en résulte donc que

al dlog |¢ — ay] ZN
li } : . o =B b B A )= . .
Egr(l) (j=1 mf(a]) /3 4 3Vj,cxt 77 ) j=1 " (O‘J)‘P(O‘J)

D(O‘jve)

D’autre part, comme €eloge tend vers 0, on a

N
iy 1oz ms(e) | G doy) =0,

D(c,€) a’/,ext

En faisant tendre € vers 0 dans (5), on obtient donc bien la formule de Lelong-
Poincaré.

Remarque. La formule de Lelong-Poincaré, dans la mesure ou elle permet de retrouver zéros
et multiplicités d’une fonction holomorphe & partir de la fonction elle-méme (on prend le
Laplacien du logarithme du module, au sens que vous verrez plus tard des distributions), joue

un role précieux en géométrie algébrique ainsi qu’en théorie des nombres.

I1.3. Soient P et QQ deux éléments de C[X] premiers entre eux et d le mazimum
de leurs degrés. Vérifier, siyr :t € [0,1] — Re?™ que

d = o tim_ [ 3[loglPQP + QP

2T R—+oo ~

%//Cag(logHP(C)FJr|Q(C)|2])'

D’apres la formule de Green-Riemann, on a, pour R > 0 fixé :

/ / d [5(10g[IP<<)|2 + |Q(<>|2])}
D(0,R)
/ /Dm,R) 8[8(10glP(O)F +1Q()1T) -

(6)

En effet, P et Q n’ont par hypothése aucun zéro commun (ils sont supposés
premiers entre eux) et la fonction log(|P|? + |Q|?) est donc bien de classe C*>°
dans C. On a d’autre part

| #lesiPor + e

POPTO) +QOPW) -
POE+IROE ™

On remarque que, pour Ry > 0 suffisamment grand et |¢| > Ry,

dlog[|P(Q)* +1QOP] =

—— 1+ Z Ua,ﬂCfo‘Z_B

P(O)P'(¢) + QIOQ(C) gl< aB>0
PP+ S T ——
a+p>0
= L0+ X wesT?) @
¢ a+B>0



les séries doubles ci-dessus convergeant normalement dans {|¢| > Rp}. On a
donc

/ Dlog| PO + |Q(O)2) = d / df +O(1/R) = ~2ind + O(1/R).

YR

La premiére égalité est ici démontrée. Il ne reste pour vérifier la seconde que de

s’assurer que 'intégrale
[ [ 30(10elP@) +10(0P))
(o

est bien convergente. En utilisant (7), on observe que, pour || > Ry,

Q{P(C)P’(C) +Q(OQ'(9)
acL [P+ Q2

car (0/9¢)(d/¢) = 0. Comme 1/[¢|® est intégrable dans {|¢| > Ry}, I'intégrale

[ |08 (e1p©F + 1))

est bien absolument convergente. La seconde formule résulte de la premiére,
combinée avec (6) (identité dans laquelle on fait tendre R vers +00).

| =0/

Exercice III (développement de Taylor en ( et ().

I11.1. Soit f une fonction holomorphe au voisinage de l’origine, non identique-
ment nulle et telle que f(0) = 0. Montrer qu’il existe un changement de variable
z — w = w(z), réalisant un biholomorphisme entre un voisinage de l’origine
dans C, et un voisinage de l'origine dans C,,, et tel que

fz(w)) = w™

au voisinage de 0 pour un certain entier m > 0 (la multiplicité de 0 comme zéro
de f).

Si f est non identiquement nulle au voisinage de 'origine, il existe un disque
D(0,r) dans lequel on peut écrire f(z) = 2™g(z), ou g est une fonction holo-
morphe ne s’annulant pas. Comme le disque D(0,r) est simplement connexe,
toute fonction holomorphe g de D(0,r) dans C* s’écrit g = exp h avec h holo-
morphe dans D(0, 7). Pour construire h(z), il suffit de considérer le chemin ¢ —
g(tz), puis d’intégrer sur ce chemin (de support inclus dans C* par hypotheses)
la forme du/u. Dans D(0,7), f se représente donc par f(z) = 2™ exp(h(z)) =
(zexp(h(z)/m))™. Si on pose w = zexp(h(z)/m), on constate que z — w(z)
est une transformation ® de D(0,7) dans C ~ R? dont la différentielle (au sens
réel) en (0,0) est inversible (puisque w’(0) = exp(h(0)/m) # 0 et que |w’(0)|?
représente précisément le jacobien de d®()). Le résultat demandé résulte
donc du théoreme d’iinversion locale (cours de Calcul Différentiel). Comme
w = zexp(h(z)/m) et que f(z) = z™exp(h(z)) au voisinage de 0, on a bien, si
w :w— w(z) désigne application réciproque (qui d’ailleurs satisfait les condi-
tions de Cauchy-Riemann, donc est aussi holomorphe, ce d’apres la formule de
Leibniz (d®™1)g(4,y) = (dP,y) " et le fait que I'inverse d’une similitude directe
est une similitude directe), f(z(w)) = w™ dans le voisinage de 0 dans C,, en



correspondance biholomorphe avec un disque D(0, p), p < r, de C, sur lequel
I’inversion locale s’applique.

I11.2. Soit, pour € > 0 assez petit, v, le lacet t € [0,1] — w1 (ee?™). Montrer
que, si p est une fonction de classe C° au voisinage de l’origine dans C,

| © S0y
a7 - ] (LR

1 [Cmso(C)}
(ﬂ”t—1)16°4m‘1 f(¢) =0

En utilisant le changement de variables ( = ((w), I'intégrale dont on étudie le
comportement en € lorsque € tend vers 0 devient :

L[y [ e,
gl lw|™=e

2im [, w(() wm
Le comportement de la limite est le méme que celui de la limite lorsque € tend
vers 07 de )
1 )
2 |w|=e w™

ou P(w) = ¢({(w))¢' (w). La fonction 1) est une fonction C>° au voisinage de
Porigine que 'on peut donc développer au voisinage de 0 en série de Taylor a
lordre m :

]' « N m
V(o +i7) Z > Oélﬁ,aaaaﬂ(oyf ™+ O(|o +ir|™).

k=0 a+pB=k

On remarque que 1’on peut aussi écrire ce développement en utilisant les opérateurs
/0w et 9/0w en place de 9/0c et /7 (o ¢ = Rew et 7 = Imw). On obtient
ainsi au voisinage de w = 0,

1 a—03 m
,;m;ﬁ:w'ﬂ' SO 0w + Ol ®)

Si Ton integre la forme ¢ (w)dw/w™ (¢ étant développé sous la forme (8)) sur
le cercle |z| = € parcouru une fois dans le sens trigonométrique, on constate que
toutes les intégrales

/ w*"TPdw, aeN, peN, a+p<m-—1, (9)
|Jw|=¢€

sont nulles, sauf si a—m—+1 =0, i.e. «— 3 = m—1. La seule possibilité pour
avoir une contribution non nulle est « = m — 1 et § = 0, auquel cas 'intégrale
est égale a 2imw. On voit donc que

1 am—lw
6~>O+ 2 / f(¢ — ! gwm—1 (0).

. i+ revenir A < . .
Il faut maintenant pour finir revenir & une expression en termes de la fonction
©. L’expression de la limite en termes de ¢ (a priori compliquée) se présente




certainement de par la régle de Leibniz sous la forme d’une combinaison des
(0 /021[¢](0), I = 0,...,m — 1. Ceci implique que résultat resterait inchangé si
I'on supposait que ¢ est remplacé par son « polynoéme de Taylor holomorphe » :

m—
me 1 E
k=0

Or ce polynéme P, ,,_1 est une fonction holomorphe de z. La formule des résidus
s’applique si l'on fait cette substitution et nous assure que la limite cherchée
(Pexpression est dans ce cas en fait constante en fonction de €) est aussi égale &

Res(P, d¢/f((),0), soit &

?T“H
QJ\
AN

1 am! (C’”PW(C))
(m — 1)l d¢m—1 l¢=0"

Or, comme (9/9¢)({) =0, on a

" P (<) _ o ¢me(Q)
i 7 o™ 2 R0 oo

On a obtenu le résultat demandé.

Exercice IV (indice et intégrale d’une forme localement exacte sur
un lacet continu). Soit a et b deux nombres complexes distincts et v le lacet
continu de C \ {a,b} représenté ci-dessous (et parcouru une seule fois dans
le sens indiqué). Calculer en fonction de a et b lintégrale le long de v de la
forme différentielle dz/((z — a)?(z — b)) aprés avoir justifié que cette 1-forme
était localement exacte au voisinage du support de . Cette forme est-elle exacte
dans C\ {a,b} ?

La forme f(z)dz est bien localement exacte dans C \ {a, b} puisque la fraction
rationnelle f(z) = 1/(z — a)?*(z — b) est holomorphe hors de ses poles a et b.
On calcule dans un premier temps les indices I(y,a) = +1+1+1 = 3 et
I(~,b) = +1 en tracant une demi-droite issue de ces points et en comptant avec
+1 les intersections de v avec la demi-droite se faisant de gauche a droite, —1
les intersections de v avec la demi-droite se faisant de droite & gauche (voir la
figure). L’intégrale I & calculer est égale (par homotopie entre lacets libres) &

dz dz
r=mita || Gmapen MO | ey

a,e

10



ol Yae :t € 1[0,1] — a+e® ™ et v :t € [0,1] — b+ e®™ (avec €

suffisamment petit). Il résulte de la formule de Cauchy (en b) que

/ 1 d: 2
. (2= 0a)? (=) - (b—a)?’

11 résulte de la formule de Cauchy (en a cette fois) pour les dérivées que

/ 1 dz o d ( 1 ) 2T
= 2imr— =— .
Yo (2=0) (z—a)? dz\z—b/z2=a (a —b)?

Le résultat final est donc

I —3x — 24 n 24 _ dim
ST (b—a)?  (b—a)? (b—a)?

Comme I # 0, la forme f(z)dz n’est pas exacte dans C\ {a, b}.
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